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Introducere

Inegalitatile variationale reprezinta un subiect de interes in matematica, fizica si in-
formatica, avand aplicatii variate. De exemplu, problemele de ordinul doi sunt strans
legate de studiul suprafetelor minime gi a capacitatii unei multimi in teoria potentialului.
Prin inegalitati variationale se pot formula diverse probleme de echilibru din domenii ca
mecanicd, management sau economie (problema aflarii timpului optimal de oprire pen-
tru procese stocastice). Aplicatiile includ studiul fluidelor in medii poroase, incalzirea
controlata, fenomenul de schimbare a fazelor, probleme de contact in elasticitate, etc.
(Brezis si Stampacchia [32], Griesse si Kunisch [71], Baiocchi [20], Duvaut si Lions
[50]). Inecuatile de ordinul patru, in cazul problemei obstacolului, reprezinta probleme
de deformare a placilor sau a barelor. Numeroase aplicatii se intdlnesc in industria
constructiilor civile, precum cladiri cu structura metalica, poduri, cai ferate, industria
contructiilor navale si industria aerospatiala. (Love [96], Han, Benaroya si Wei [121],
Reddy [116]) In matematica, cu ajutorul inegalitatilor variationale se pot studia prob-

leme de optimizare, sisteme de ecuatii neliniare sau chiar probleme de punct fix.

Una din problemele care se formuleaza cu ajutorul inegalitatilor variationale este prob-
lema, obstacolului. Rezolvarea problemei de obstacol inseamné a rezolva, de fapt, o clasa
de probleme de optimizare cu restrictii sau de probleme de frontiera libera, agsa cum au

remarcat Lewy si Stampacchia [90].

In aceastd lucrare prezentam algoritmi bazati pe dualitate, de rezolvare a problemelor
variationale asociate ecuatiilor si inecuatiilor variationale eliptice. Mentionam ca rezul-
tatele originale prezentate in Capitolul 2 au fost publicate in articolele Merlugca [100],
[101] si [103], iar rezultatele originale din Capitolul 3 au fost publicate in Merlusca [102].
Metodologia folosita dezvolta idei introduse in Sprekels si Tiba [128], Neittaanmaki,
Sprekels si Tiba [107].

In Capitolul 1 prezentam rezultate gi tehnici cunoscute, utile pentru dezvoltarea algo-

ritmilor.

In Capitolul 2 prezentam problema de ordinul doi a obstacolului, cu modelarea matem-
atica a acesteia, si cateva rezultate preliminare necesare in teoria pe care o vom dez-
volta ulterior. Sectiunea 2.2 trateaza problema cu obstacol nul in spatiile Banach WP,
Consideram o problema aproximativa si calculam cu ajutorul teoremei lui Fenchel prob-
lemele duale continua si aproximativa. Reiese ca aceasta din urma este o problema
finit dimensionala avand caracteristici potrivite pentru calcule numerice. In Sectiunea
2.4 abordam problema obstacolului general si o reducem la o problema de obstacol nul,
prin translatie. Acest lucru ne permite sa aplicim algoritmul dezvoltat anterior oricarei

probleme de obstacol de ordinul al doilea. Sectiunea 2.5 este dedicatd implementarii



algoritmului si testelor numerice. Testam algoritmul prin comparatie cu metoda ele-
mentului finit (programele IPOPT [137], Freefrem++ v. 3.23 [76], Matlab [98]). Solutiile

obtinute sunt identice grafic, atat pentru obstacole nule, cat si pentru obstacole generale.

Capitolul 3 trateaza problema de obstacol pentru operatorul biharmonic. Prima sectiune,
Sectiunea 3.1, este dedicata modelarii matematice si prezentarii generale a rezultatelor
preliminare necesare pentru aceste tipuri de probleme. In Sectiunea 3.2 dezvoltam sim-
ilar ca In Capitolul 2, metoda de rezolvare bazata pe dualitate, pentru un model simpli-
ficat al problemei plicii a gezate. Diferentele dintre cazul de ordin doi si acesta apar in
din cauza spatiului dual, care, in acest caz nu mai este un spatiu de distributii. Inss, si
in acest caz, am reusit sa dezvoltam algoritmul, bazandu-ne pe faptul ca, in cazul placii
agezate, este valabil principiul de maxim. In Sectiunea 3.3, tratam cazul placii incastrate
aratand astfel ca putem aplica un algoritm asemanator. Sectiunea 3.4 prezintam aplicatii
numerice in dimensiune 1 gi 2 pentru problemele considerate pe parcusul capitolului 3
sl interpretarea datelor numerice obtinute. Observam ca valorile optime calculate ale
functionalei energie sunt mai mici cand este folositd metoda bazata pe dualitate, in
comparatie cu alte metode de rezolvare numerica (de exemplu, IPOPT [137], Freefrem++

v. 3.23 [76]). Aceasta reprezinta un avantaj important al metodelor de dualitate.



Capitolul 1

Preliminarii matematice

1.1 Rezultate de analiza functionala

Prezentam cateva rezultate de analiza functionala cunoscute, pe care le vom folosi in
expunerea noastra. Amintim convergenta slaba in spatii Banach, aplicatia de dualitate,
conjugata unei functii convexe, subdiferentiala, proprietatile acestora, cateva rezultate
utile legate de polara unei multimi. Folosim monografiile cunoscute Yosida [142], Barbu

si Precupanu [22], Brézis [30].

1.1.1 Convergente in topologia slaba
Fie X un spatiu Banach cu norma || - ||. Notam cu X* dualul sau si notam (-, -) perechea
de dualitate. Consideram f € X*.

Notam ¢; : X — R functionalele liniare si continue pe X definite prin ¢r(x) = (f, ).

Definitia 1.1. Topologia local convexa asociata familiei {¢ ¢} fc x+ se numeste topologia
slaba pe X si se noteaza cu o(X, X*).

Aceasta topologie este separata Hausdorff.

Enuntam cateva proprietati ale sirurilor slab convergente.

Propozitia 1.1. Fie {x,}, un gir in X.

(1) Daca x,, — x in topologia tare, atunci x, — = slab in o(X, X™*);

(ii) Daca x,, — x slab in o(X, X*), atunci {||zy||}n este marginita si

]| < Lim inf [z, ;
n—-+o0o

(iii) Daca x, — x slab in o(X, X™*) si frn — [ tare in X*, atunci (fn,x) — (f,2).

1
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Includem aici si o proprietate utila a spatiilor uniform convexe, de care ne vom folosi
mai tarziu

Propozitia 1.2 (Propozitia 3.32, pp.78, Brezis [30]). Fie X este spatiu Banach uniform
convet §i {xn}tn C X un gir slab convergent la v € X. Daca

lim sup{ ||z, ||} < ||z|

atunci x,, — x tare in X.

Teorema 1.1 (Mazur). Dacd x, — x slab in (X, X™*). Atunci Ve > 0 existd ne si o

combinatie convexd
Ne
E :O‘jmj
Jj=1

cua; >0 siar+as+...+a, =1 astfel incat

Ne
xr — E ;T <€
Jj=1

Teorema 1.2. Fie C este o multime convexa in X. Atunci C este inchisa in topologia
o(X, X™*) daca gi numai daca este tare inchisd.

Corolar 1.1. Dacd ¢ : X — (—00,+00] este o functie convexd §i semicontinud inferior
in topologia tare, atunci este semicontinud inferior i in o(X, X*).

Un alt rezultat foarte cunoscut si pe care il vom folosi in sectiunile viitoare este

Teorema 1.3 (Eberlein-Shmulyan). Daca X este spatiu Banach reflexiv, atunci orice
str marginit in X are un subsir slab convergent.

1.1.2 Subdiferentiala unei functii convexe

Fie un spatiu Banach X gi dualul sdu X*. Notam cu || - || norma pe X si cu (-,-)

dualitatea dintre X si X™.

Definitia 1.2. Operatorul J : X — X* definit prin
J(x) = {z* € X*: (z,2") = [|«*[]” = [|«]*}
se numeste aplicatia de dualitate pe X.
Propozitia 1.3 (Propozitia 2.14, pp. 38, Barbu si Precupanu [22]). Aplicatia de dual-
itate pe un spatiu Banach real X are urmdatoarele proprietdti
(i) este omogend;
(ii) este aditiva dacd $i numai daca X este spatiu Hilbert;

(iii) este operator univoc dacd si numai daca X este neted (daca si numai daca prin
orice punct de frontierd al bilei unitate inchise trece cel putin un hiperplan inchis
de suport);
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(iv) este surjectiva dacd si numai daca X este spatiu reflexiv;

(v) este injectiva sau strict monotond daca i numai dacd X este uniform convex (daca
st numai daca orice functionald liniard i continua, diferita de functionala identic
nuld, isi atinge mazimul pe bila unitate inchisd,).

Teorema 1.4 (Teorema 2.7, pp. 38, Barbu si Precupanu [22]). Daca X este un spatiu
reflexiv atunci exista o mormda echivalenta pe X pentru care X si X* sunt uniform
convezre. Mai precis, X este si neted si uniform convex.

Remarca 1.1. Intr-un spatiu Hilbert X, aplicatia de dualitate este operator univoc si
bijectiv.

Definitia 1.3. Pentru o functie convexa f : X — R, functia f*: X* — R
[ (@*) =sup{(z,2") — f(z) :x € X}, V2" e X"

se numeste conjugata converd a functiei f.

Remarca 1.2. Pentru o functie concava g : X — R, functia ¢® : X* — R
¢*(z") = inf{(z,2") —g(x) :x € X}, Va*e X"

se numeste conjugata concavd a functiei g. Mai mult, aceasta se poate exprima folosind
Definitia 1.3 astfel
9° (") = —(=g)"(=27), Va"e X"

Definitia 1.4. Fie A un con cu varful in O din X. Vom numi polara conului A, multimea
A = {z* € X*: (z,2%) <0,Vz € A}

Teorema 1.5 (Teorema bipolarei, Barbu si Precupanu [22], pp.88). Bipolara unei
mulfimi A din X este inchiderea converd a originii i a lui A, adicd

A% = conv(A U {0}).

Vom nota prin C (A, xy) conul convex generat de multimea A — g, unde 2y € X.

Definitia 1.5. Fie A o submultime nevida a lui X si g € A. Multimea T'C(A; ) se
numeste conul tangentelor lui A si este definita prin

VGV(CEO)

unde V(z) este o baza de vecinatati pentru xg.

Multimea T'C'(A; xzp) este un con convex si inchis cu varful in origine.

Definitia 1.6. Fie A o submultime nevidd a lui X i 29 € A. Numim conul pseudo-
tangentelor lui A multimea PC(A;xg) inchiderea convexd a conului tangentelor lui A,
adica

PC(A;xg) = conv TC(A;xp).
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in general T'C(A;xo) C C(A;x0). Daca A este con convex, atunci

TC(A;x0) = PC(A;20) = C(A; x0).

Definitia 1.7. Fie f : X — (—o0, 0] o functie proprie si convexa. Numim subdiferentiala
lui f aplicatia 0f : X — X™* definita prin

Of () ={z" € X*: f(x) — f(u) < (x —u,z"),Yu € X}
Elementul z* € 0f(x) se numeste subgradient al lui f in x.
Remarca 1.3. Multimea 0f(x) este inchisa si convexa in X*.
Daca f este functie proprie si convexa pe X atunci minimul global al lui f pe X este
atins In punctul € X daca si numai daca 0 € 9f(x).
Daca f este semicontinui inferior, subdiferentiala df* coincide cu (9f) .
Propozitia 1.4 (Propozitia 2.1, Barbu si Precupanu [22], pp. 91). Fie f : X —
(—00, ] o functie proprie gi converd. Atunci sunt echivalente urmdatoarele afirmatii
(i) z* € 0f(x);
(i) f(z)+ f* (") < (z,27);
(iii) f(z)+ f*(z") = (z,27).

Daca, in plus, functia [ este si semicontinud inferior, atunci fiecare din afirmatiile de
mai sus este echivalentd cu

(iv) z € Of*(z*).

Un alt rezultat important cu privire la subdiferentiale este urmatorul

Teorema 1.6 (Teorema 2.1, Barbu si Precupanu [22], pp. 96). Fie X un spatiu Banach
si fie f o functie proprie, convexd si semicontinud inferior pe X. Atunci df este operator
mazximal monoton de la X la X*.

Remarca 1.4. Subdiferentiala functiei
L2
olw) = GllelP, vre X

este aplicatia de dualitate pe X.

1.2 Spatii Sobolev

Aceasta sectiune are ca scop fixarea notatiilor cu care vom lucra si trecerea in revista a

unor proprietati ale spatiilor Sobolev pe care le vom folosi in celelalte capitole.
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Pe langa definitiile spatiilor vom prezenta, fara demonstratii, teoreme de scufundare ale
spatiilor Sobolev si cateva rezultate de urma, conform cu Adams [2], Rodrigues [119] si
Grisvard [72].

Fie © un domeniu arbitrar in R™. Definim functionala || ||, », undem € Ngi1l <p < oo

prin
1/p
[ellmp = Y IID%fh ], dacd 1<p <o,
0<|ar|<m
[ullmeo = max [[D%]e,
0<|a|<m

pentru orice u pentru care partea dreapta are sens si unde || - ||, este norma in LP().
Notam

WmP(Q) ={u e LP(Q) : D% € LP(Q),V0 < |a] < m}
unde D®u este derivata partiald in sens slab. Notatia Wy""(2) desemneaza inchiderea

lui C§°(©2) in W™P(Q).

Aceste spatii, impreuna cu normele || - ||, , corespunzatoare se numesc spatii Sobolev pe
Q.

Pentru orice m € N, avem lantul de incluziuni

WP (Q) — W™P(Q) — LP(Q).

Teorema 1.7 (Teorema 3.5, Adams [2]). Spatiul W™P(Q) este separabil dacal < p < oo
si este reflexiv si uniform conver dacd 1 < p < oo. In particular, W™2(Q) este spatiu
Hilbert cu produsul scalar

(w,0) = Y (D, D)1z

0<|a|<m

Pentru a defini corect spatiul dual (W"™P(Q2))* introducem noi notatii si enuntam, fara

demonstratie, cateva rezultate din Adams [2].

Definim
<u,v >= / u(z)v(z)de
Q

pentru orice functii u si v pentru care partea dreapta are sens. Consideram, pentru

1 < p < o0, spatiul produs

N
I J R
j=1
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cu norma 1/
N p
(X llslp) ™) 1<p <.

maxi<j<n |[tilloo, P = 00.

lu; LIl =

Fie g conjugatul lui p, definit astfel

o0, p=1,
q=19 ;54 1<p<oo,
1, p = 0.

Teorema 1.8 (Teorema 3.8, Adams [2]). Fie 1 < p < co. Pentru orice L € (W"™P(Q))*
ezistd v € LY astfel incat scriindu-l pe v de forma (Va)o<|a|<m, avem cd pentru orice
u € Wm™P(Q)

L(u) = Z < D%, vy > . (1.1)

0<[al<m

Mai mult,
[1L; (W™P(Q))"]] = inf [|v; LY |

unde infimumul este luat dupa mulfimea tuturor v € L?V pentru care are sens (1.1).

Pentru 1 < p < oo, orice element L € (W™P(Q))* este o extensie la W™P(Q)) a unei
distributii T € D’(€2). Presupunem ci L este dat de relatia (1.1) pentru v € LY, definim
T, prin

Ty () =< ¢p,vq >, ¢ €D(Q),0< |a] <m.

Atunci T € D'(Q) se defineste ca

T= Y (-ykiper,,. (1.2)

0<|r|<m

Teorema 1.9 (Teorema 3.10, Adams [2]). Fie 1 < p < oo. Spatiul (W"P(Q))* este
izomorf izometric cu un spatiuv Banach al distributiilor T € D'(Q) care satisfac (1.2)
pentru v € L%, cu norma

||| = inf {Hv; LY : v satisface (1.2)} )

Spatiul Banach al distributiilor pe €2 la care se face referire in Teorema 1.9 se noteaza
cu W=™1(Q) si este spatiul dual al lui WP (€2).

Pentru 1 < p < oo. Orice v € L) determind in (W;"?(Q2))* un element L, definit
prin

Ly(u) =<u,v>.

Cu ajutorul acestui fapt definim norma (—m,q) a lui v € L4(Q2) ca

[0l -m.q = 1 Lo; (W™ ()] = supf{| <w,v > [:u € W5 (Q), [lullmp < 1}.
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Este cunoscut si faptul ca V = {L, : v € L4(Q)} este un subspatiu propriu si dens al lui
(WP ()"

Remarca 1.5. Aplicatia de dualitate pe W™?2(£2) este operator univoc, aditiv si bijectiv,
datorita Propozitiei 1.3, Teoremei 1.7 si Teoremei 1.9.

Fie €2 domeniu in R™ cu proprietatea conului data de un anumit con C' si consideram X

un spatiu Banach de functii definite pe ). Prin afirmatia ca are loc scufundarea
WmP(Q) - X
intelegem ca exista o constanta de scufundare K pentru care este satisfacuta inegalitatea

lus X[ < Kf[ullmp, VueW™P(Q).

Teorema 1.10 (Teorema de scufundare Sobolev, Teorema 5.4, Adams [2]). Fie 2 un
domeniu in R™ si fie QF un domeniu k-dimensional obtinut prin intersectia lui Q cu un
hiperplan k-dimensional din R™, 1 < k < n.

Fie j st m intregi nenegativi st p, 1 < p < o0.
Partea I. Daca ) are proprietatea conului, atunci existd urmadatoarele scufundari:

Cazul A. Pentrump <n gsin—mp <k <n, avem

. A k
WImP(Q) = WIQK), p<q< —F (1.3)
n—mp
$t, in particular,
WIitmp(Q) - WH(Q), p<q< np (1.4)
n—mp
sau np
W™P(Q LY(Q <qg< . 1.5
@) = IUQ), pa< (15)

Mai mult, dacd p =1, astfel incit m < n, scufundarea (1.3) existd gi pentru k = n—m.
Cazul B. Pentru mp = n si pentru orice k, 1 < k <n avem
WIitme(Q) — WH(QF), p<q< oo (1.6)

$t, in particular,
Wm™P(Q) — L1(Q), p<qg<oo. (1.7)

Mai mult, daca p = 1, astfel incat m = n, scufundarile (1.6) si (1.7) exista si pentru
q = 00. De fapt, ' ‘
Witnl(Q) — CL(Q). (1.8)

Cazul C. Pentru mp > n avem

WITMP(Q) — C%(). (1.9)
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Partea II. Daca ) are proprietatea tare Lipschitz locala, atunci Cazul C de la Partea
I poate fi rafinat astfel:

Cazul C’. Pentru mp >n > (m —1)p avem

WItmP(Q) 5 CINQ), 0<A<m— g. (1.10)

Cazul C”. Pentrun = (m — 1)p avem

WitmP(Q) — CIMQ), 0< A< 1. (1.11)

De asemenea, daca n =m — 1 gi p =1, atunci (1.11) este valabild si pentru A = 1.

Partea III. Toate concluziile partilor I si II sunt adevdrate pentru Q) domeniu arbitrar
daca spatiile W sunt inlocuite cu Wy corespunzatoare.

Constantele de scufundare pot fi alese in aga fel incat sa depinda de €2 prin dimensiunea

n gl parametrii conului C invarianti la transformarile rigide ale lui C.

Fie © un domeniu in R” gi 2y un subdomeniu al lui Q. Fie X (£2) un spatiu in care se

scufunda W™P (). Deoarece operatorul de restrictie
i, U Ul
este marginit de la X(Q) la X (), adica
[l (u) + X (Q0)] < [lu; X (Q)]]
orice scufundare de forma
WmP(Q) — X(Q)

poate fi compusa cu restrictia iq,, rezultand scufundarea

W™ (Q) — X ().

Fie doua spatii X si Y astfel incat are loc scufundarea X — Y. Prin scufundare
compacta vom intelege faptul ca din orice sir marginit (u,), din X putem extrage un

subsir (uj,), convergent in Y.
Daca {2 satisface ipotezele Teoremei 1.10, de scufundare Sobolev si €y este marginit,
atunci, cu exceptia unor cazuri extreme, toate scufundarile sunt compacte.

Teorema 1.11 (Teorema Rellich-Kondrachov, Teorema 6.2, Adams [2]). Fie Q un
domeniu tn R"™, Qy un subdomeniu al lui ) si ng un domeniu k-dimensional obfinut
prin intersectia lui Qo cu un hiperplan k-dimensional din R™ (1 <k <n).

Fie j si m intregi cu m > 1 gi fie 1 < p < o0.
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Partea I. Daca 2 are proprietatea conului st mp < n, atunci urmdtoarele scufundari
sunt compacte:

, . k
WItmP(Q) — WH(QF), 0<n-—-mp<k<n1<g< - _Z:np (1.12)

§t ‘ ‘
WItmP(Q) — WH(QE), n=mp,1<k<n,1<q< oco. (1.13)

Partea II. Daca ) are proprietatea conului st mp > n, atunci urmdtoarele scufundari
sunt compacte: . '

WITmP(Q) — CL () (1.14)

WITmP(Q) — Wj’q(ng), 1<qg < . (1.15)

Partea III. Daca Q) are proprietatea tare Lipschitz locald, atunci avem scufundarile
compacte: . o
WITmP(Q) — C7(Qp), mp >n (1.16)
St
, L n
WitmP(Q) — CIMNQ), mp>n>(m—1)p,0<A<m— —. (1.17)
p

Partea IV. Pentru Q domeniu arbitrar, toate scufundarile (1.12)-(1.17) raman com-
pacte, daca spatiile W sunt inlocuite cu Wy corespunzatoare.

Remarca 1.6. Daca spatiile X, Y si Z sunt spatii pentru care avem scufundariile X — Y
siY — Z, dintre care cel putin una este compacta, atunci scufundarea X — Z este
compacta.

Prezentam In continuare cateva teoreme de urma.

Teorema 1.12 (Teorema 5.6, pp. 74, Rodrigues [119]). Fie Q un domeniu de clasa
C%! sip > 1. Pentru m € {1,2} existd o unicd aplicatie liniard si continud

R:W™P(Q) — WM 14(90Q)

astfel incit Ru = ulpq, dacd u € C*(Q), unde ¢ < (np—p)/(n—p), dacd 1 < p < n sau
Vg > 1, daca p > n. Mai mult,

R(u") = (Ru)Tdacim =1; R(du) = 9;(Ru),dacd m = 2

aproape peste tot pe 02, si R este compact pentru p > 1, daca g < (np —p)/(n —p) si
p<n.

Teorema 1.13 (Teorema 1.5.1.1, pp. 37, Grisvard [72]). Fie Q o multime deschisa si
mdrginitd in R™ cu frontiera 02 de clasd C*'. Presupunem cd s — 1/p nu este numdr
intreg, s<k+1,s—1/p=1l+o0,0€(0,1), l € N. Atunci aplicatia

IO TR

y .
v
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defintd pentru u € C*1 (), are ca extensie continud §i unicd un operator de la W*P(Q)

la
!

H stjfl/p,p(aQ)

J=0

Acest operator are un invers continuu la dreapta care nu depinde de p.

Operatorul definit in enuntul Teoremei 1.13 poartd numele de operator de urmd.

O ultima teoreméa de urma foarte utilizata este urmatoarea

Teorema 1.14 (Corolar 1.5.1.6, pp. 39, Grisvard [72]). Fie Q o multime deschisd si
mdrginitd in R™ cu frontiera 0 de clasd C*'. Presupunem cd s — 1/p nu este numdr
intreg, s <k+1,s—1/p=1+o, 0 € (0,1),l € N. Atunciu € Wy (Q) daca si numai
daca uw € WP(Q) si

_ Ou o _0
MW=V ==V =

1.3 Probleme de optimizare

Prezentam, in aceasta sectiune teoria clasica a problemelor de optimizare cu restrictii,
conform Barbu si Precupanu [22]. Definim functia Lagrange asociata problemei si aratam
ca prin calcularea punctului ga al acesteia obtinem atat multiplicatorii lui Lagrange cat
si solutia optima a problemei de optimizare. Tot in acesta sectiune, enuntam conditiile
de optimalitate Karush-Kuhn-Tucker [88] care afirma ca deplasarea din punctul optimal
pe orice directie admisibila nu determina crsterea functionalei obiectiv. Aceste conditii
sunt folosite in numeroase metode de optimizare cu restrictii. De exemplu, pachetul de
optimizare IPOPT [137] sau algoritmul lui Rosen (Arnautu si Neittaanmaéki [12], pp. 44)
foloseste conditiile Karush-Kuhn-Tucker pentru a obtine directii admisibile si pentru a

opri procesul de cautare la atingerea optimului.

Fie X un spatiu liniar topologic separat Hausdorff si f : X — R o functie data. Alegem

multimea A C X si consideram problema

min{f(z):x € A} (1.18)

Multimea A reprezinta restrictiile problemei (1.18). Spunem ca elementul z € X este
admisibil pentru problema (1.18) daca z € AN D(f). In cazul in care existd cel putin

un punct admisibil, problema (1.18) se numeste consistenta.

Folosind functia indicatoare a multimii A, putem rescrie problema (1.18) ca o problema

de minimizare in care nu apar restritii explicite, si anume

min{f(z) + Ia(z): x € X}
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Vom considera ca f este proprie, convexa si semicontinua inferior pe X si ca multimea

A este convexa si Inchisa pe X.

Un element xo € X este solutie optima a problemei (1.18) daca si numai daca

df(zo) N (—C°(A;39)) # 0 (1.19)
unde C(A; o) reprezinta conul convex generat de A — xo.

De obicei, multimea A este definita prin solutiile unui numar finit de ecuatii i inecuatii,

asociate unor familii de functii definite pe X:

A={re X :19i(x) <0,Vi=1,2,...,n;7j(x) =0,Vi =1,2,...,m}. (1.20)

Asociem problemei (1.18) functia Lagrange

L(z,\,v) =N f(x +Z/\Zgl +ZVJTJ Ve R" A e R"M y e R™

Enuntam un prim rezultat de optimalitate, referitor la acest caz.

Teorema 1.15 (Teorema 1.1, pp. 154, Barbu si Precupanu [22]). Fie f o functie proprie
$t convexd, gi,ga, - - -, gn functii reale convezxe §ir1,r2, ..., m functii afine. Daca g este
solutie optima pentru problema (1.18) in care A este definit ca in (1.20), atunci existd

numerele reale )\8, A A0 0 W0 nu toate nule, astfel incadt

A f(z0) < A\ f —FZ:)\OQZ +ZV?T]'($)7 Vo € D(f)
=1

cu urmdtoarele proprietati

MN>0, A >0, MNg(z)=0,Vi=1,2,...,n

Numerele A, 1/;-) se numesc multiplicatorii lui Lagrange ai problemei (1.18).

In plus, conform teoremei, (A9, A9, . A0 09 w0 este punct sa pentru functia La-

m

grange. Deci, are loc relatia

)\Of 0 —I—ZA gi(xo +Zl/ r;(z0) <)\of +Z>\ng +ZV})7“J'($)
j=1

=1 7j=1

pentru V(x, \,v) € D(f) x R*1 x R™.
Daca rj = 0, pentru orice j = 1,2,...,m, atunci

A={zre X :gi(zr) <0,Vi=1,2,...,n} (1.21)
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Teorema 1.16 (Teorema 1.2, pp. 157, Barbu si Precupanu [21]). Fie f o functie reald

st convexd §i fie g1, g2, - .-, gn functii reale conveze care satisfac conditia
Jz € D(f) astfel incat g;(z) <0,Vi=1,2,...,n. (1.22)
Atunci elementul xo este solutie optima pentru (1.18) cu (1.22) daca si numai dacd
existd Ao = (A}, ..., \0) astfel incdt au loc proprietatile
flzo) < f(= +—j£:,XOgZ . VreX (1.23)
$t

MN>0, Ngi(zo) =0, Vi=1,2,...,n
Echivalent, (29, \°) este punct sa pentru functia Lagrange pe X x R, mai exact,

f(zo —i—Z/\gz:Jco < f(z —l—Zx\OgZ V(z,A) € X xR,
=1

Conditia (1.22) se numete conditia Slater si joacd un rol foarte important in teoria
optimizarii.

Rezultatul Teoremei 1.16 poate fi imbunatatit pe spatiile liniare topologice. Se obtine
astfel un rezultat clasic de optimizare, numit Teorema Karush-Kuhn-Tucker.

Teorema 1.17 (Karush-Kuhn-Tucker [88]). Sub ipotezele Teoremei 1.16, dacd g; sunt
$i continue, atunci conditia de optimalitate (1.23) este echivaletd cu

0 € df(xo) + Y _ Agi (o).

=1

Se pot obtine rezultate de forma conditiei Karush-Kuhn-Tucker i intr-un cadru mai
general. In acest sens, consideram doud spatii liniare normate X si Y, A o submultime
convexa In X gi Ay un con convex gi inchis in Y care determina o relatie de ordine pe

Y, adicad y; > yo daca gi numai daca y; — y2 € Ay
Consideram problema de minimizare
min{f(z):x € A,G(x) € Ay} (1.24)

unde f : X — R proprie, convexa si semicontinua inferior cu D(f) D AsiG: X =Y

un operator convex.

In general, restrictiile date de egalitati sunt incluse In multimea A, iar cele date de

inegalitati sunt exprimate folosind relatia de ordine generata de conul Ay.
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In acest caz, conditia Slater este

G(A) Nint Ay # 0. (1.25)

Asociem problemei (1.24) functia Lagrange
L(z,y*) = f(z) + (G(2),y"), V(z,y") € Ax A}
unde AY. = {y* € Y : (y,y*) <0,Vy € Ay} este conul polar al lui Ay

Enuntam un rezultat de tip ”punct sa” pentru problema (1.24).

Teorema 1.18 (Teorema 1.4, pp. 160, Barbu si Precupanu [22]). Daca (1.24) satisface
conditia (1.25), atunci zg € A este solutie optimd dacd si numai dacd existd y5 € AY
astfel tncat

f(xo) + (G (w0),y") < f(x) +(Gl2),55), V(a,y") € Ax Ay,
adica (xo,yy) este punct sa pentru functia L.

Remarca 1.7. Obtinem ca o consecintd directd a Teoremei 1.18 ca punctul (xo,y) €
A x AY este punct sa al lui L daci si numai dacd au loc conditiile

f(o) < f(z) + (G(2),55), Vo e A, (G(xo),y) =0
Astfel, Teorema 1.17 este o consecinta directa a Teoremei 1.18.

Teorema 1.19 (Teorema 1.6, pp. 166, Barbu si Precupanu [22]). Daca int Ay # 0, x
este solutie a problemei (1.24) gi f si G sunt diferentiabile Fréchet in xo, atunci existd
un numar no st Y5 € Y, nenule amandoua, astfel incat

02y () +95(Gly (2)) 2 0, Vo € PC(A; o)

$1
o >0, wun(y) <0, Vye Ay,y(G(xo)) = 0.

Conditiile de optimalitate din enuntul Teoremei 1.19 constituie conditii de tip Karush-
Kuhn-Tucker pentru problema (1.24), iar elementul y§ € Y* poate fi privit ca multipli-

cator al lui Lagrange pentru problema de optimizare (1.24).

1.4 Teoria dualitatii

In aceastd sectiune prezentam cateva notiuni de teoria dualitatii pe care le vom folosi
in capitolele viitoare. Aceastd teorie constituie o tehnica extrem de utila atat pentru
obtinerea unor rezultate teoretice cat si pentru dezvoltarea unor algoritmi de aproxi-
mare a solutiilor problemelor care se pot exprima cu ajutorul inegalitatilor variationale.

Putem cita monografii ca Barbu si Precupanu [22], Ito si Kunisch [80], Gill, Murray si
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Wright [67], Tremolieres, Lions si Glowinski [133], Dostal [49] sau Zalinescu [143] care
trateaza dualitatea fie ca un subiect matematic aparte, fie ca o metoda de rezolvare.
Mai mult, este des utilizata in lucrarile recente tocmai datorita versatilitatii ei. Dintre
acestea amintim Gabay si Mercier [62], Azé [17], Sprekels si Tiba [127], Lovisek [97] si
Hintermiiller si Rosel [78].

Fie X g1 Y doua spatii Banach reale si consideram X* gi Y* dualele lor. Notam (-, -)
aplicatiile de dualitate corespunzatoare. Putem obtine o dualitate intre X xY si X*xY™

data de

((z,9), (2%, 97) = (z,27) + (y,97),  V(z,y) € X XV, (2%, y7) € X x V™

Fie functionala F': X x Y — R astfel incat

F(z,0) = f(z),Vz € X.

Consideram problema de minimizare

;réi)r(l f(x), (P)

Notam cu F* conjugata functiei F' in raport cu dualitatea (X x Y, X* x Y*).

Problema de minimizare

Jnax {=F7(0,47)} (P7)
se numeste problema duala a lui (P).

Propozitia 1.5 (Propozitia 2.1, pp. 181, Barbu gi Precupanu [22]). Intre valorile pro-
blemelor (P) si (P*) exista relatia

—o00 < sup(P*) < inf(P) < +o0.

Analog, putem defini gi problema biduala

in F**(x,0 pP**
min (z,0) (P*)

Cum F*** = F, dualele de grad mai mare ale lui (P) pot fi identificate cu (P*) sau cu
(P).

Definitia 1.8. Problema (P) se numeste normald daca

—oo < inf (P) = sup(P*) < +o0.
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O alta abordare a dualitatii este cea prin intermediul teoremei lui Fenchel. In acest sens,
fie f : X — (—o0,+00] proprie, convexa si semicontinua inferior, g : ¥ — [—00, +00)

proprie, concava si semicontinua superior gi operatorul liniar gi continuu 4 : X — Y.

Consideram problema primala

min{f(z) — g(Az)}, (P1)
Problema duala este
min {g°(y") — J*(A"y")}. (P})
y*eYy

unde A* este operatorul adjunct al lui A, iar f* gi ¢g® sunt conjugatele convexa gi,
respectiv, concava ale lui f si, respectiv, g.

Teorema 1.20 (Teorema 2.4, pp. 188, Barbu si Precupanu [22]). Daca existd xp € X
astfel incat f(xg) < +oo si g este continud in Axg, problema (Py) este stabila, adica are
loc egalitatea

inf{f(z) — g(Az) : v € X} = max{g®*(y") — fF(A"y") :y" € Y*}. (1.26)

In plus, avem echivalenta proprietatilor

(1) (wo,y3) € X x Y™ este un cuplu de solutii pentru (P1) si (Py);
(i) zo € X siy; € Y™ verifica sistemul

0€df(xo) — A%y, 0€yy— dg(Axp)

Enuntidm acum Teorema de dualitate a lui Fenchel, ludnd X =Y in Teorema 1.20 si A

operatorul identitate.

Teorema 1.21 (Teorema 2.5, pp. 189, Barbu si Precupanu [22]). Fie f si —g doud
functii proprii i convexe pe X. Daca existd un element xo € D(f) N D(g) astfel incadt
f sau g este continud in xq, atunci are loc egalitatea

inf{f(z) — g(z) : z € X} = max{g®(z*) — f*(z") : 2™ € X*}. (1.27)

De-a lungul timpului au fost formulate mai multe versiuni ale Teoremei lui Fenchel. O

consecinta imediata a versiunii lui Rockafellar [117] este

Teorema 1.22. Pe un spatiu normat X consideram functiile f : X — (—o00,+00]
proprie gi convexd si g : X — R convexd si continud. Presupunem ca exista A > 0 astfel
tneat f4+ g > X pe X. Atunci exista x* € X* astfel incat

fra) + g7 (=) = =

Consideram g : X — R definita prin

1
g(2) = Szl VreX.
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Atunci, conform Teoremei 1.22, daca o functie f : X — (—o0, 00| proprie si convexa
are proprietatea ca
1
f@)+5llel* =0, VeeX

exista x* € X* astfel incat
Fa) + gl <o, (1.28)
Notam
M = sup [l ~ V2 (@) + [al?]
zeX
In aceste conditii avem urmatorul rezultat

Teorema 1.23 (Torema 2.1, pp. 5, Simons si Zalinescu [125]). Cu notatiile de mai sus,
daca x* € X* gi satisface (1.28) atunci ||x*|| = M si

M < inf [[lall +v/2(@) + 2l

Pentru o functie f: X — (—o0, +0o0], notam

dom f={r € X: f(x) < 400}
Enuntdm acum versiunea Attouch-Brezis a Teoremei lui Fenchel pentru spatii nereflex-
ive.

Teorema 1.24 (Corolar 2.3, pp. 131-132, Attouch si Brezis [14] ). Fie X un spatiu
Banach i f,g : X — (—00,400| doud functii convexe i semicontinue inferior astfel
incat

U Al[dom f — dom g]

A>0

este un subspatiu inchis in X si
f+9g>0, pe X.
Atunci exista z* € X* astfel incat

[r(=2) +97(z") 0.

Se poate obtine o generalizare a acestui rezultat, pe spatii produs X x Y. Enuntam

aceasta generalizare obtinuta de Simons si Zalinescu [125].

Teorema 1.25. Fie 0,7 : X XY — (—o0,+00] doud functii proprii, convexe §i semi-
continue inferior §i

p(z,y) = inf{o(z,u) + 7(z,v) ru,v € Y,u+v =y} > —c0.
Definim pri(z,y) = x si fie

L= U Apridom o — pridom 7]
A>0
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un subspatiu inchis al lui X. Atunci
p* (%, y") = min{o™(s*, y*) + 77 (t*,y") : s, tF € X", s* +tF =y}

Remarca 1.8. Aplicand Teorema 1.25 pentru Y = {0}, o(z,0) = f(z) si 7(x,0) = g(z),
pentru orice z € X si (z*,y*) = (0,0) € X* x Y*, obtinem rezultatul Teoremei 1.24.

1.5 Ecuatii si inecuatii variationale

Dedicam aceasta sectiune ecuatiilor variationale de ordinul doi si patru, punand accent
pe rezultatele de existentd, unicitate (unde este cazul) si regularitate a solutiilor. Rezul-
tatele prezentate sunt importante atat in studiul ecuatiilor variationale cat si pentru
teoria pe care o vom dezvolta in viitoarele capitole. Pentru un studiu mai amanuntit
al ecuatiilor variationale indicdm Grisvard [72], Kesavan [84], Dauge [48], Agmon [5] si

Gazzola, Grunau si Sweers [63].
Ecuatii variationale de ordin doi

Consideram €2 o multime deschisa si marginita din R™. Fie operatorul A pe € tare eliptic

de ordin doi. Impunem urmatoarele ipoteze

(i) frontiera 9 este de clasa C11,

(ii) operatorul A are forma divergenta:
n
Au = Z 8¢(aij8]~u)
ij=1
unde a; ; = aj; € C%(Q) si existd a > 0 cu proprietatea ca

Z aij(1)&& < —al€]?, Vo e QVEER?
ij=1

Vom céuta solutia u € H(Q2) a ecuatiei

Au+ Au = Z 8i(aij8ju) +Au=f (1.29)
ij=1

cu conditii Dirichlet pe frontiera
u=0, pe 0N (1.30)

sau cu conditii Neumann pe frontiera

Ou = Z aijui@ =g, pe 00 (1.31)
1
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Definim forma biliniard a pe H} () prin
n
a(u,v) = Z / aijaiuajv—i-)\/ uv dx
=171 @

si forma liniara si continua
l(v) = / fvdz
Q

Atunci problema
a(u,v) = 1(v)
are solutie unica in H(Q2). Mai exact,

Teorema 1.26 (Teorema 2.2.1.2, pp. 86, Grisvard [72], Teorema 2.5, Barbu [21]). Daca
A\ > 0, pentru orice f € L*(Q) existd o solutie unicd v € H' () a ecuatiei

Z / aij&uﬁjv—{—)\/ wo dr = / fodz, Yve HY}Q) (1.32)
Q Q Q

ij=1

cu conditia la limita yu = 0.

Un rezultat de existenta a solutiei pentru ecuatii variationale de ordinul al doilea mai

generale este prezentat in Kesavan [84], pp. 121-125.
Enuntam rezultate de regularitate pentru solutia problemei Dirichlet.

Fie u € H}(Q) solutia ecuatiei (1.29) cu (1.30). Fie § € D(Q2). Functia uy = Ou verifica
ecuatia .

i]zjl/gaijaiulajv + )\/Qulv dx = /Qflv dr, Yve H&(Q) (1.33)
unde

fr=0f + > {aij(9:0)(9ju) + dilai;(9;0)ul} € L*(2)

i,7=1

Consideram D o multime deschisa in R” si ® un difeomorfism de clasa C! de la D la

o vecindtate a suportului lui . Notam ®~1(QN®(D)) = E.

Consideram, acum, us = u3 o . Avem ca us € H&(E) si fie U = &1, Obtinem

Z / azlakUQGZ'U dx + )\/ ’v¢|UQ’U dxr = / f2'U d$, Vo € H&(E) (134)
k=17 Q Q
unde .
a = Z [a;;(0; %) (0;9))] 0 ®|VD| € C™(E)
i,j=1
si

fo=|V®|fod e L*E).
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Mai mult, ay; este E-eliptica.

Lema 1.1 (Lema 2.2.2.1, pp.88, Grisvard [72]). Sub ipotezele de mai sus, uz € H?(12).

Cu ajutorul Lemei 1.1 se demonstreaza rezultatul de regularitate:

Teorema 1.27 (Teorema 2.2.2.3, pp 90, Grisvard [72], Teorema 3.3.3, pp. 139, Kesavan
[84]). Dacd A >0, pentru f € L*(Q) existd o unicd solutie u € H*(Q) a ecuatiei (1.32)
cu conditia la limita yu = 0.

Mai mult, ezista o constanta C' > 0 (care depinde de ) astfle incat

[ulla < Cl[fllo

iar dacd Q este de clasd C™*2 gi f € H™(R), atunci u € H™2(Q) si

[ullmtz < Cl[fllm
In particular, dacd m > n/2, atunci u € C?(Q).

Enuntam si principiul de maxim in sens slab, deoarece este util in argumentele viitoare.

Teorema 1.28 (Teorema 3.5.1, pp. 144, Kesavan [84]). Consideram Q multime deschisa
si marginitd in R"™ cu frontiera suficient de netedd. Fie f € L2(Q) siu € HY(Q)NC(Q)
solutia unica a ecuatiet

Z /Qaij@-uajv—{—)\/guv de = /va dz, Yv e H}Q)
ij=1

Au loc urmatoarele afirmatii

(i) Daca f >0 pe Q siu >0 pe 02, atunci u > 0 pe .
(ii) Pentru A=0 si f >0, obtinem

u > infu e ()
=% P

(iii) on cazul in care f =0 si A =0, atunci

infu <wu<supu, pe
o0 o)

Remarca 1.9. Ipoteza u € C(£2) va fi satisfacuta de catre solutiile slabe doar in anumite
conditii. De pilda, pentru 99 suficient de regulats si pentru f € L2(Q), conform regu-
laritatii w € H?(Q). Folosind teorema de scufundare Sobolev, obtinem c& pentru n < 3,

u e C(Q).

Definind forma liniara [ pe H'(Q) prin

l(v):/gfvdx—/émgdx

putem enunta rezultatul de existenta si unicitate pentru problema Neumann.



Capitolul 1. Preliminarii matematice 20

Teorema 1.29 (Teorema 2.2.1.3, pp. 86, Grisvard [72]). Daca A > 0, pentru orice
f € L%(Q) si orice g € L*(Q) existd o solutie unicd u € HY(Q) a ecuatiei (1.29), cu
conditia la limita (1.31), scrisa in forma slabd

— Z / aij&-uajv+/\/ wo dr = / fo dm—/ gdr, Yve HY(Q) (1.35)
Q Q Q o0

ij=1

Si In cazul acesta se poate demonstra urmatorul rezultat de regularitate:

Teorema 1.30 (Teorema 2.2.2.5, pp 91, Grisvard [72]). Dacd A > 0, pentru f € L?(2)
existd o unicd solutie u € H*(Q) a ecuatiei (1.29) cu conditia la limitd yOu/Ov = 0.

Ecuatii variationale de ordin patru
Fie f € WFP(Q) cu 1 < p < +00 si k € N. Consideram ecuatia

A2y = f, inQ
yu = 0, pe 09 (1.36)
’y% = 0, pe 0N.

Consideram spatiul HZ(f2) pe care definim forma biliniara

a(u,v)—/AuAv
Q

Astfel definitd, forma a este continua pe HZ(f2), conform inegalititii Cauchy-Schwartz

i coerciva conform inegalitatii lui Poincaré.

Definim forma linira pe H3 ()

l(v):/vad$, Vo € HE(Q).

Astfel obtinem forma slaba a ecuatiei (1.36)

/AuAU = / fodx, Yve H3(Q). (1.37)
Q Q

Cu ajutorul lemei Lax-Milgram, obtinem urmaétorul rezultat

Lema 1.2 (Lema 7.1.1, pp. 302, Grisvard [72]). Pentru orice f € W—YP(Q), ewistd o
unicd solutie u € HZ() a ecuatiei (1.37).

Un alt tip de problema la limita pentru ecuatia biharmonica este aceea in care se impun

conditii Navier la limita
AAu = f, pe

u=Au=0, pe 0.
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Acesta ecuatie este echivalenta cu sistemul de doud ecuatii de ordinul doi

Au=z, pe Q Az=f, pe Q

: (1.38)
u=0, pe 00 z=0, pe 0.

Remarca 1.10. Daca f € L*(Q), atunci z € H%(Q), ceea ce implica faptul ca u € H(Q)
(conform Teoremei 1.27).

In cazul operatorilor de ordin patru mai generali chiar gi problema existentei solutiei
devine dificila. Amintim lucrarile Pei [110], Gazzola, Grunau si Squassina [64] si Ayed

si Mehdi [16] pentru rezultate in aceasta directie.

Ecuatia neomogena biharmonica cu conditii Neumann la limita, in bila unitate  din
Rn
A?u(z) = f(x), z €
o (@) f(ai’l (1.39)
20 = ¢1(5), gz, = pa(s) s € N
este studiata in Karachik, Turmetov and Bekaeva [82],Turmetov si Ashurov [136] sau
Karachik si Abdoulaev [81], unde se gasesc conditii necesare si suficiente pentru existenta

solutiei.

In Schmidt si Khoromskij [123] se analizeaza ecuatii biharmonice cu conditii Dirichlet
la limita si se obtin ecuatii integrale pe frontiera echivalente cu formularea variationala
a problemei initiale. Aminitim, de asemenea, articolul lui Begehr [24] in care sunt
rezolvate ecuatiile biharmonice neomogene in discul unitate din spatiul complex, precum
si articolul lui Behrens si Guzmén [25] care dezvolta o metoda de rezolvare a acestei

ecuatii reformuland-o ca un sistem de patru ecuatii cuplate de ordinul intai.

1.5.1 Inecuatii variationale

Expresia inegalitati variationale a devenit populara dupa aparitia lucrarii fundamentale
a lui Lions si Stampaccia [93], dar a fost introdus de catre Hartmann si Stampacchia
[74] ca 0 metoda de a studia ecuatiile cu derivate partiale ce au aplicatii in mecanica. Pe
langa numeroasele aplicatii in economie, trasporturi si inginerie, acestea sunt folosite in
matematica pentru studiul sistemelor de ecuatii neliniare sau problemelor de optimizare,
printre altele. Cateva monografii care trateaza acest subiect 1i apartin lui Ockendon gi
Elliot [51], Friedman [61], Troianiello [134] si lui Odden si Reddy [109]. Si Rodrigues
[119] cuprinde o expunere amanuntita asupra inegalitatilor variationale, ele fiind folosite

in studiul problemelor de obstacol.

In aceasta sectiune consideram spatiul Hilbert V', cu norma | - ||, si V' dualul sau. Fie

f € V'. Prin notatia (-, -) intelegem produsul scalar din V.
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Consideram o forma biliniara si continua a : V x V' — R pentru care exista o constanta
¢ > 0 astfel incat

la(u, v)] < cllullllvll,  Vu,v eV,

sl exista o constana o > 0 astfel incat

a(v,v) > alv|?, YveV. (1.40)

Fie j: V — (—o00, +00] convexa, proprie si semicontinua inferior.

Vom folosi 1n cele ce urmeaza urmatorul rezultat

Propozitia 1.6 (Sofonea si Matei [126]). Fie (V,(-,-)) un spatiuv cu produs scalar si
a:V xV — R o forma biliniara, simetricd, V-eliptica si continud. Atunci functia
v — a(v,v) este converd §i semicontinud inferior.

Definim pe V functionala

J) = 3a(,) = (£,0) +J(0).

Consideram problema de minimizare

iréi‘rfl J(v). (1.41)

echivalenta problema abstracta: Gasiti u € V' astfel incat

a(u,v —u) +j(v) —j(u) > (fyv—u), YveV. (1.42)

Avem urmatorul rezultat:

Teorema 1.31 (Teorema 3.1, pp. 44, Sofonea si Matei [126]). Fie V' spatiu Hilbert.
Problema (1.42) admite solutie unica si aceasta depinde Lispchitz continuu de f € V'.

In demonstatia acestei teoreme, pe care o prezentam deoarece este foarte importanta si

va fi des folosita in capitolele viitoare, vom avea nevoie de urmatoarea lema.

Lema 1.3. Fie (V,{(-,-)) un spatiu cu produs scalar i ¢ : V — (—o0,+00] convezxd,
proprie §i semicontinud inferior. Atunci @ este marginita inferior de o functie afindg,
mai exact exista w € V gi f € R astfel incat p(v) >< w,v > +f, pentru orice v € V.

Demonstratie. Teorema 1.31. Vom demonstra intai existenta solutiei problemei (1.42).
Consideram

[ = inf
&I

Deoarece j : V — (—o0, +00] este functie proprie, deducem ca J : V — (—o0, +o0] este,
de asemenea, functie proprie. Atunci

| < 400 (1.43)
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Consideram {u,} € V un sir minimizant pemtru problema (1.42), adica
J(uy,) — 1, pentru n — +oo. (1.44)
Conform Lemei 1.3, exista w € V si 8 € R astfel incét
Jlup) >< w,uy, >+5, VneN.

Folosind (1.40), obtinem
«
J(un) = gHunH%/ — lwllvllunlly = [ fllvllunllv + B, VneN. (1.45)

Atunci sirul {u,} este marginit in V. Folosind Teorema Eberlein-Shmulyan (Teorema
1.3, Sectiunea 1.1.1), obtinem existenta elementului u € V' cu proprietatea ca u,, — u
slab in V', pe un subsir.

Conform Propozitiei 1.6, J este semicontinua inferior pe V', deci
liminf J(u,) > J(u)

De aici si din (1.44), deducem ca [ > J(u). Dar cum [ este valoarea minima a lui J,
avem de fapt ca J(u) = [. Atunci u este solutie a problemei (1.41), echivalenta cu (1.42).

Pentru a demonstra unicitatea solutiei, presupunem ca exista ui,us € V, cu u; # us,
care verifica (1.42). Atunci

1 1 1 w1 + u2
2J(U1)+2J(U2)—2J< B >

1 1 1
= ga(ul — ug,u; — u2) + §j(ul) + ij(u2) -7 <u1—;—u2>

Folosind (1.40) si convexitatea lui j, obtinem ca

2

1 1
min J(v) = =J(uy) + =J(uz) > J (“l i “2>
veV 2 2

ceea ce este o contraditie. Atunci presupunerea facuta este falsa, deci uy = us.

Demonstram acum dependenta Lipschitz continua a solutiei fata de f. Presupunem ca
uy $i ug sunt solutiile problemei (1.42) pentru fi si fo din V’. Atunci j(u;) < oo si
j(ug) < oo. Mai mult, ecuatiile variationale sunt verificate:
a(ulav_u1)+j(v)_j(u1) > (flﬁv_u1)7 Vv eV,
a(uz,v —uz) +j(v) — j(uz) = (f2,v—u2), Yv eV
Luam in prima ecuatie v = us i in a doua v = u;. Adunand, obtinem
a(ur —uz,u1 — u2) < (f1 — fo,ur — u2).

Folosind V-elipticitatea formei a si inegalitatea Cauchy-Schwarz, rezulta

1
[ur = || < =[[f1 = fl|
o
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Deci, avem intr-adevar dependenta continua a solutiei fata de f. O

Daca j este functia indicatoare a unei submultimi convexa si inchisa K din V, atunci

j = Ix este convexa, proprie gi semicontinud inferior gi obtinem urmatorul rezultat

Corolar 1.2. Pentru orice f € V', existd o unicd solutie u € K a problemei
a(u,v —u) > (f,v—u), YveK. (1.46)

In plus, solutia depinde Lipschitz continuu de alegerea lui f.

1.6 Metode de aproximare pentru inecuatii variationale

Pentru problema (1.46) vom prezenta cateva metode de aproximare numerica. Aceasta
este o scurta trecere in revista a metodelor de aproximare numerica pe care le vom folosi

pentru a obtine rezultate si exemple pentru fiecare problema discutata.
Metoda penalizarii

Penalizarea are ca idee aproximarea ecuatiei (1.46) cu ecuatii in care apare un termen
de penalizare care se mareste pe masura ce solutiile aproximative u se departeaza de
multimea K. In acest mod, termenul de penalizare forteaza solutiile aproximative sa
ramana in multimea K. Indicim pentru detalii suplimentare asupra acestei metode
Céa [39] sau Arnautu si Neittaanméki [12], iar pentru o expunere asupra penalizarii
problemelor de obstacol citam Rodrigues [119]. Metoda este des intalnita in literatura
matematica si folosita cu succes In multi algoritmi de aproximare a solutiilor, cum ar fi
de exemplu algoritmul de optimizare de tip punct interior sau articole precum Arnold
[13] sau Forsyth si Vetzal [57], dar este in acelasi tip utilizata si ca metoda de obtinere

a unor rezultate teoretice ca in articolele lui Tsutsumi si Yasuda [135] si Butt [18]

Introducem o functionald j : V' — (—o0, +00] convexa, proprie i semicontinua inferior
astfel incat j(v) > 0, pentru orice v € V gi Ker(j) = K. Obtinem astfel o inecuatie

variationala de tipul

a(u,v —u) +j() —ju) > (fv—u), YveV. (1.47)

Pentru orice A > 0, definim functionala jy : V' — (—o0, +0o0| prin
ia(v) =<i(), YweV

Atunci j) are aceleasi proprietati ca functionala j.
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Definim problema aproximanta: Gasiti uy € V astfel incat
a(ux,v —ux) +jx(v) = ja(ur) = (f,v—uy), YoeV. (1.48)

Sub aceste ipoteze, (1.48) are solutie unica pentru orice A > 0. (Teorema 1.31, Sectiunea

1.5.1). Se poate demonstra urmatorul rezultat de convergenta

Teorema 1.32 (Teorema 3.28, pp. 77, Arnautu si Neittaanméki [12]). Fie u solutia
problemei (1.46) si uy solutiile problemelor aprozimative (1.48). Atunci

li —ul|=0
Ty — v

$1
lim _
Jim ) =0

Regularizarea

Metoda regularizarii este una din metodele clasice de aproximare a solutiilor inegalitatiilor
variationale. Expuneri pe acest subiect se gasesc in multe monografii cum ar fi cea a
lui Adams [3], care o foloseste pentru a demonstra rezultate de densitate a spatiilor
de functii. Sofonea si Matei [126] analizeazd metoda regularizarii pentru inecuatii
variationale de evolutie, in mod similar cu metoda propusa de Duvaut si Lions [94] pen-
tru inegalitati variationale parabolice de evolutie. De asemenea, metoda este prezenta si
in lucrari mai noi, cum ar fi Addou si Zahi [4], care o foloseste pentru a aproxima solutiile
unei probleme penalizata pe frontiera, sau Alber [7], unde se demonstreaza convergenta
si stabilitatea metodei de regularizare a inecuatiilor variationale cu operatori monotoni

neliniari si nemarginiti pe spatii Banach.

Consideram o inecuatie de tipul (1.47) cu o functie j proprie, convexa si semicontinua
inferior. Daca functia j nu este diferentiabila, o putem aproxima cu o familie de functii
convexe gi diferentiabile j. astfel incat j. — j pentru € — 0. O bine cunoscutd metoda

de regularizare este utilizarea functiilor de netezire si a convolutiilor.

Consideram p o functie cu valori reale, pozitive din C§°(£2) cu proprietatile:

(i) p(z) =0, daca |z| > 1

(ii) [gn p(z)dz = 1.
Cel mai raspandit exemplu de acest tip sunt functiile de forma

kexp[—1/(1— |z*)], daca |z <1
p(x) = )
0, daca |x| > 1

unde k£ > 0 este o constanta aleasa special astfel incat conditia (ii) sa fie indeplinita de

catre functia p.
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Consideram acum familia de functii p.(x) = ¢ "p(x/e), pentru orice € > 0.

Construim regularizarea lui j prin

jel2) = pe % j(z) = / pely — )i (y)dy

n

Aceasta regularizare are proprietati foarte bune pe care le amintim aici deoarece le vor
folosi mai tarziu, insa pentru demonstratie indicam Adams [3], pp. 36-38.
Propozitia 1.7. Fie j o functie definitd pe R™ cu suportul intr-un domeniu ), nu

neaparat marginit.

(a) Dacd j € L (), atunci j. € C®°(R™).

loc

(b) Daca suportul lui j este submulfime compacta a lui Q, atunci j. € C§°(2) pentru
e < dist(supp(j), 0Q2).

(¢) Daca j € LP(Q), cu 1 < p < o0, atunci j. € LP(Q) si, in plus,

5l < I3l lim 13z =3l = 0

(d) Daca j € C(R2) si G este o submulfime compacta a lui Q, atunci

lim j.(z) = j(x), uniform pe G

e—04

(e) Dacd j € C(Q), atunci

lim j.(x) = j(z), uniform pe
e—04

(f) Daca j € W™P(Q). Dacd Q¥ CC Q atunci

lim j.=j, in W™P(Q).

5*}0_‘_
Atunci problema aproximanta devine

a(tg, v —ue) + je(v) — je(us) > (fyv —ue), Yo € V (P:)

Propozitia 1.8 (Tremolieres, Lions si Glowinski [133], pp. 22). Solutiile u. ale prob-
lemelor (P:) sunt convergente la u, solutia problemei (1.42) in V', pentru € — 0.

Metoda elementului finit

Evidentiem pe scurt metoda elementului finit, deoarece este foarte cunoscuta si utilizata
in aplicatii numerice. Ea apare in monografii precum Ciarlet [42, 44], Tremolieres, Lions
si Glowinski [133] Arnautu si Neittaanméki [12], Glowinski [69], si Axelsson si Barker
[15]. Este o metoda extrem de folosita, datorita capacitatii ei de aproximare si utilizata

in implementarea algoritmilor de optimizare sau de rezolvare de ecuatii. Multe articole
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in care se dezvolta noi algoritmi de rezolvare numerica folosesc aceasta metoda. Amintim
aici articolele Gabay si Mercier [62], Ryoo [120], An [9] care studiaza probleme legate

de subiectul acestei teze.

Consideram problema (1.46). Descriem, in acest cadru, metoda de aproximare Galerkin
care sta la baza metodei de element finit. Consideram V' un spatiu Hilbert cu norma ||-|.
Precizam ci metoda poate fi folosita, de exemplu, pe spatii Sobolev ca H(2), H}(2), H ()
(conform Ciarlet [43])

Consideram problema pe un domeniu poligonal 2 din plan. Se stabileste o triangulatie
Trn pe €, formata din triunghiuri T. Mai exact, Tj este o multime finita de triunghiuri
T cu proprietatile

TCQ VIeT, |JT=0
TeT),

astfel Incat
(int Tl) N (int Tg) = @, VI, Ty € Ty, cu T 75 Ts.

De fapt, daca 11 # T», atunci ele au intersectia vida sau, fie au in comun un varf, fie o
muchie. Parametrul h este egal cu lungimea celei mai lungi muchii a triunghiurilor din

T

Unei asemenea triangulatii se asociaza spatiul V;, al functiilor definite pe €2 a caror
restrictie pe fiecare triunghi 7" apartin spatiului finit dimensional Pr al functiilor definite

pe T.

Pentru V = H'(f2), avem urmitorul rezultat:

Teorema 1.33 (Teorema 2.1.1, pp. 39, Ciarlet [43]). Presupunem ca Pr C HY(T)
pentru orice triunghi T € Ty si Vi, € C(Q). Are loc incluziunea Vi, C H(Q). Dacd, in
plus, functiile din Vi, se anuleazd pe frontiera 0S), atunci Vi, C H&(Q)

Dacd V = H?(2) se poate demonstra rezultatul similar

Teorema 1.34 (Teorema 2.1.2, pp. 40, Ciarlet [43]). Presupunem ca Pr C H?*(T)
pentru orice triunghi T € Ty, si Vi, € C1(Q). Are loc incluziunea Vi, C H?(Q). Dacd
functiile din V}, se anuleazd pe frontiera 9S), atunci Vi, C H*(Q) N HE(Q). In conditiile
in care vy, = Oyvp = 0 pe IN pentru orice vy, € Vi, avem Vi, C Hg(Q)

Fie {V}};, familia de subspatii finit dimensionale ale lui V, asociata triangulatiilor 7y,
si {Kp}n o familie de submultimi inchise, convexe si nevide ale lui V' cu proprietatea ca

K; c Vi, Vh > 0, considerate astfel incat limy,_,g Kj, = K in sens Mosco.

Atunci problema aproximativa Galerkin este: Gasiti up € K}, astfel incat

a(up, vy —up) > (f,op —up), Vo, € K. (1.49)
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Avem urmatorul rezultat de convergenta

Teorema 1.35 (Teorema 3.18, pp. 62, Arnautu si Neittaanméki [12]). Notam solufia
problemei (1.46) cu u i solutiile problemelor aprozimative (1.49) cu up. Atunci, sub
ipotezele de mai sus,

lim ||up, — ul| = 0.

h—0

Pentru mai multe detalii asupra metodei elementului finit indicam Arnautu si Neit-
taanméki [12] (pp. 61-75), Ciarlet [42] si Elliott si Ockendon [51] (pp. 70-91). In
particular, Glowinski [69], pp. 28-41, discutd metoda elementului finit pentru problema

obstacolului.

Este important de adaugat aici ca putem lucra cu diverse spatii de functii de tipul
elementelor finite. In aplicatii am folosit, acolo unde nu era necesara o mai mare reg-
ularitate, elemente finite continue si liniare pe portiuni pe care le vom numi elemente

finite de tip P;, mai exact
P, ={ve H Q) :VK € Tp,v|x liniare, continue pe K}

Totusi, atunci cand problema o cere, putem inlocui acest spatiu cu unul mai regulat,
de exemplu cu spatiul de elemente finite de tip P» care sunt continue si patratice pe
portiuni. In rezolvarea ecuatiilor diferentiale, insa, sunt des folosite si spatii duble de
tipul [Py, P1], pentru a retine in interiorul unei singure variabile functia si Laplaceanul
ei. Vom mai folosi si elemente finite de tip Morley, in special pentru placa Incastrata.
Acest tip de element finit prezinta o regularitate mai mare. Elementele acestui tip de
spatiu sunt de tip Ps, continue in varfurile retelei si cu derivata continuid in mijlocul

fiecarei muchii a fiecdrui triunghi K din 7.

Py = {veL*Q):VK € T,v|x € P3,v continua la varfuri,

Opv continua in mijocul muchiei.}

Din punct de vedere al programarii, aceste elemente sunt tridimensionale, in sensul ca,
pentru a defini o functie u este nevoie sa specificam atat functia propriu-zisa cat si

derivatele sale partiale, mai exact [u, ug, uy].
Optimizare de tip punct interior - IPOPT

In aceasta sectiune facem o scurta descriere a algoritmului de punct interior folosit in
aplicatiile numerice din capitolele viitoare. Teoria din spatele acestui algoritm este foarte
ampla, de aceea, ne vom limita la a enunta pasii algoritmului fara a face comentarii pe

baza rezultatelor.

Pe scurt, o problema cu restrictii poate fi redusa la o problema cu paramentru, fara

restrictii prin impunerea unui termen de penalizare sau unui termen de bariera. In timp
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ce metoda de penalizare consta in adaugarea unui parametru pozitiv, daca functia este
evaluata in afara zonei admisibile, metoda de bariera impune un parametru prin care

determina preventia parasirii zonei admisibile la fiecare iteratie.

Teoria din spatele acestui tip de optimizare 1i are ca precursori pe Fiacoo gi McCormick,
care sunt i primii care au folosit termenul de "metoda de punct interior”, in cartea
lor [52], in care descriu in detaliu relatia dintre minimizantii functiilor cu bariera si a
celor cu penalizari, cat si relatia acestora cu solutiile problemei orginale cu restrictii.
Totusi, aceasta prima incercare de a dezvolta metoda de punct interior are parte de un
declin imens dupé publicarea articolelor lui Lootsma [95] si al lui Murray [106], care
au aratat ca Hessiana functiei de barierda are conditii care nu sunt bine puse atunci
cand solutia aproximanta este foarte aproape de solutia teoretica. In plus, aparitia
altor metode in care nu se regaseau obstacole de acest tip, in special cele bazate direct
pe conditiile de optimalitate ale problemei cu restrictii au castigat in fata metodei de
punct interior. Dintre acestea, cele mai cunoscute sunt metodele de tipul programarii
secvential patratice si cele de tip Lagragean argumentat introdus de Hestenes [77] si
Powell [114] si perfectionate sau utilizate de Bazaraa [23], Fletcher [55], Gill [67], Griva,
Nash si Sofer [73], Wright si Nocedal [140], Haslinger i Mékinen [75].

Totusi In ultimii ani, s-au gasit modalitati pentru a compensa problemele acestei metode
si de a o readuce in discutie ca pe o metoda eficienta, asa cum indica articolele Forsgren,
Gill si Wright [56], Wright [139], pornind de la revolutionarul articol al lui Karmarkar
[83], in care este prezentatd o forma echivalenta de metoda de bariera prin care solutia

se obtinea de 50 de ori mai rapid decat cu alte metode cunsocute.

Prezentam aici, deci, doar mici detalii care ajuta la intelegerea functionarii algoritmului

numit in cele ce urmeaza IPOPT (Interior Point OPTimizer).

Consideram problema de minimizare:
min{f(z):z € K} (1.50)

unde f : R" - Rgi K = {& € R" : ¢(x) > 0,Vi,1 < i < m}. Presupunem ca
f,ci € CQ(Rn).

Algoritmul are ca scop gasirea unui punct de tip Karush-Kuhn-Tucker pentru problema
considerata, prin rezolvarea unui sir de probleme fara restrictii, indexate dupa p > 0,

de forma

min{ f(x) — uZlnci(x) :x € R"} (1.51)

Teorema 1.36 (Teorema 3.10, Forsgren, Gill si Wright [56]). Pentru orice sir uy — 0,
existd un gir xy, de solutii ale problemelor (1.51) convergent la o solutie locala a problemei

(1.50).
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Pentru p > 0, problemele de tip (1.51) se reduc la gasirea unui z,, € R™ astfel incat

m p/er(zy)
ICHEDY JWWZW = Vf () = Jolu)" : =0 (152
] em ()

Notam cu A, € R™ vectorul cu componentele A\, ; = 11/c;i(x,). Putem, deci, rescrie (1.52)
astfel
V() — Je(x) A = 0.

Apoi, prin aplicarea unei metode de tip Newton acestei probleme, calculam, de fapt,
solutia ecuatiei (1.52) pentru valori din ce in ce mai mici ale lui g > 0. De notat este ca
Auyi, pentru g — 0, converg la multiplicatorii lui Lagrange din conditiile Karush-Kuhn-
Tucker, Teorema 1.17.

Asupra implementarii algoritmului citdm Wichter si Biegler [137], ins& putem preciza

ca se bazeaza pe o relatie dintre ecuatiile primale-duale, de tipul

Vf(x)+Ve(xnp—2z = 0
clx) = 0
XZe—pe = 0.

Parametrul p se numeste parametru de homotopie si este condus la zero (pentru detalii
indicam Byrd, Liu si Nocedal [35], Gould, Orban, Sartenaer si Toint [70]). Aici, n €
R™, 2z € R™ corespund multiplicatorilor Lagrange ai restrictiilor problemei (1.50). Mai
mult 4 = 0i x, 2z > 0 corespund conditiilor Karush-Kuhn-Tucker ale problemei originale
(1.50). Acestea provin din conditiile de optimalitate de ordinul intai pentru problema
(1.51) (conform Conn, Gould si Toint [46]).

Ideea generala este de a aproxima solutiile problemei (1.52) pentru un parametru fixat .
Acest parametru este micgorat gi se continua cautarea solutiei noii probleme de bariera

rezultate, pornind de la solutia gasita anterior.
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Probleme de ordin doi

Problema obstacolului a aparut in literatura matematica in cazul special al obstacolului
definit ca functie indicatoare a unei submultimi compacte E al unui domeniu 2 si era
legata de capacitate, in Stampacchia [130]. Continuand apoi sa se ocupe de acest tip
probleme, Stampacchia, in [129, 131], a dezvoltat teorii utile gi a deschis drumul spre
studiul problemelor de obstacol. In lucriiri precedente Fichera [54] se ocupase de primele
probleme unilaterale si de problema Signorini din teoria elastoplastica (Fichera [53]).
Una dintre primele legaturi facute intre problemele de obstacol si cele de frontiera libera
1i este atribuita lui Lewy si Stampacchia [90]. Aceste lucrari au deschis orizontul pentru
studiul problemei obstacolului. Multi autori au dezvoltat acest subiect, printre acestia
amintim Giaquinta si Pepe [66], Giusti [68], Gerhardt [65], Kinderlehrer [85, 86], Nitsche
[108].

Citam si monografiile Kinderlehrer si Stampacchia [87], Glowinski [69], si Barbu si Pre-
cupanu [22], care cuprind investigatii importante asupra problemelor unilaterale. Mai
recent, in articolul lui Hintermiiller si Rosel [78], o abordare utilizand teorema lui Fenchel
si metoda semineteda a lui Newton a fost utilizata pentru a obtine rezultate asupra prob-
lemelor de contact semistatice. In lucrarea lui Schaeffer [122], problema obstacolului este

rezolvata cu ajutorul teoremei Nash-Moser a functiilor implicite.

Problema obstacolului, pe langa aplicatiile matematice ale ei, are gi diverse aplicatii
mecanice si fizice. Putem cita aici Rodrigues [119], Caffarelli si Friedman [36], Caf-
farelli [38], Duvaut si Lions [50] si Ciarlet [44]. Cu privire la aplicatiile problemelor
de obstacol amintim studiul filtrarii fluidelor in medii poroase, incalzirea controlata,
elasto-plasticitate, control optimal si matematica financiara. Cateva articole recente
asupra acestor subiecte sunt Griesse si Kunisch [71], Murea si Tiba [104, 105], Burger,
Matevosyan si Wolfram [34], Baiocchi [20] si Wilmott [138].

31
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Problema de obstacol este, de asemenea, foarte utila in testarea unor noi algoritmi. De
pilda, Badea, [19] testeaza metode de decompozitie de nivel unu si doi ale domeniilor pe
problema cu doua obstacole, in spatii Sobolev de ordin mare. Cu privire la algoritmi,
Insa, multi autori se preocupa in a gasi noi metode de rezolvare a problemelor de obstacol

(Pérez, Cascén si Ferragut [112]).

In acest capitol, vom discuta despre ecuatii si inecuatii variationale de ordinul al doilea si
vom aplica aceste rezultate in studiul problemelor de obstacol. In prezentarea ecuatiilor
variationale vom avea in vedere rezultate cunoscute si mai putin cunoscute, incercand sa
facem o scurta trecere in revista a proprietatilor solutiilor problemelor de ordin doi. In
Sectiunea 2.2 tratam problema obstacolului de ordinul al doilea cu obstacol nul aplicand
o metoda bazata pe dualitate si aratam ca este suficient sa rezolvam o problema de min-
imizare patratica pentru a obtine solutia aproximativa a problemei. In Sectiunea 2.3
rezolvam problema cu obstacol general, reducand-o la o problema de obstacol nul. Ul-
tima sectiune a acestui capitol este rezervata aplicatiilor numerice ale metodei, calculate
folosind Matlab [98] si Freefem++ versiunea 3.23 [76]. Rezultatele sunt comparate cu
rezultatele obtinute prin metode de element finit sau de optimizare de tip punct interior

detaliate In Sectiunea 1.6.

2.1 Problema obstacolului - prezentare generala

Din punct de vedere matematic, vom considera ca o membrana omogena ocupa in planul
Oy un domeniu €2 si este Intinsd uniform cu ajutorul unei tensiuni uniforme. Pre-
supunem ca asupra acestei membrane actioneaza o forta uniform distribuita pe €2, pe

care o notam cu f.

Pentru orice punct (z,y) € Q consideram deplasarea u(x,y) perpendiculara pe planul
xOy. Impunem ca deformarea pe frontiera 02 sa aiba loc dupéa o deformare prestabilita

g = g(z,y). De aici obtinem conditia

u=g, pe ON. (2.1)

Considerand A > 0 constanta de elasticitate a membranei, expresia energiei potentiale

de deformare este, conform Rodrigues [119],

D(u) = ;\/Q|Vu\2da: dy. (2.2)

Fara a pierde generalitatea putem considera \ = 1.
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Lucrul mecanic exercitat de fortele externe in timpul deplasarii este dat de

F(u) = /qu dx dy.

Atunci, energia potentiald totala este

E(u) = ;/Q \Vu|?dz dy — /Q fu dx dy. (2.3)

Pozitia de echilibru pentru problema obstacolului se reduce astfel la aflarea unei functii
u = u(z,y) pentru care energia de deformare (2.2) este minimizata si care respecta

conditiile la limita (2.1).

Conform teoriei calculului variational, conditia necesara asupra lui u pentru a fi solutie
a problemei de minim este aceea de a verifica ecuatia Euler asociata lui (2.3), adica
ecuatia Poisson

—Au=f, pe Q

Introducem acum un corp reprezentat prin {(z,y,z) € R?: (z,y) € Q,z < ¢(x,9)}, cu
o inaltime g pe frontiera lui €2. Functia ¢ este definita pe Q si satisface conditia ¥ < g

pe 0L si o vom numi obstacol.

Introducem multimea convexa a deplasarilor admisibile

K={veV:v>1y pe Qu=g pe 00} (2.4)

unde V este spatiul vectorial al functiilor cu energie de deplasare finita. Observam ca

acest spatiu este de fapt spatiul Sobolev H! ().

Astfel, problema de obstacol poate fi reformulata ca problema de minim pentru functionala
energie

ue K:E(u) <E(Ww), YweK (2.5)

Propozitia 2.1 (Rodrigues [119], pp. 3). Problema (2.5) este echivalenta cu inegalitatea
variationald

ue K : / VuV(v — u)dx dy > / f(v—wu)dx dy (2.6)
Q Q

Demonstratie. Fie u o functie in V solutie a problemei (2.5). Deoarece u+60(v—u) € K,
pentru orice 6 € [0, 1] functia

h(0) = E(u+6(v—u))

are minimul in punctul § = 0. Atunci A/(0) > 0, adica

/QVUV(U —u)dzr dy — /Qf(v —u)dzr dy = gl_rf(l) %(E(u +60(v—u)) — E(u)) > 0.
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Atunci, cum u este solutie a lui (2.5), avem ca u verifica inegalitatea variationald (2.6).

Reciproc, daca u satisface (2.6) atunci
E(w) = Eu+(v—u))=E(u) —i—/ VuV(v —u) — / flv—u)
Q Q
1
+2/ V(v —u)|*>E), Ywek
Q

deci este solutie pentru problema de minim (2.5). O

Daca solutia u a problemei (2.5) (respectiv (2.6)) este continua putem partitiona €2

astfel: notam cu I multimea punctelor in care membrana atinge obstacolul, adica

I={(z,y) € Q:u(z,y) =v(z,y)}

si o vom numi multime de coincidenta, iar cealalta parte a membranei

A={(z,y) € Q:ulz,y) > Y(z,y)}

se numeste multime de necoincidenta. Daca si ¢ este o functie continud, atunci A este

multime deschisa.

Propozitia 2.2. Daci Au € L?(Q), problema (2.6) este echivalentd cu problema urmdtoare

—Au = f, pe A

—Au > f, pe Q (2.7)
(u—Y)(—Au— f) =0, ap.t. pe £, '
u =g, pe 092

Demonstratie. Consideram intai ca u este solutie pentru problema (2.6).

Fie ¢ € D(A) arbitrar. Exista g9 > 0 astfel incat v = u + ep € K, pentru orice
0 < € < gg. Introducem acest v in (2.6) si integram prin parti. Obtinem

ie/ﬂ(Vthp — fo) = ie/A(—Au —fle>0, VYoeDA).

Prin urmare

—Au=f, pe A={u>vy} (2.8)

Cum Au este functie integrabila, pentru orice ¢ € D(2), cu ¢ > 0, alegem in (2.6)
v=u+p e K. Avem

/Q(—Au — >0, VypeDQ).

In consecintd, —Au — f > 0 a.p.t. pe Q. Rezultd deci, folosind si relatia (2.8), ca (2.6)
implica (2.7).
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Reciproc, consideram wu solutie a problemei (2.7). Atunci

/QVUV(v—u):—/QAu(v—u):/Af(v—u)—/IAu(v—u)Z/Qf(v—u),VveK

adica u verifica problema (2.6). O

Remarca 2.1. Frontiera multimii de coincidenta I in 2
®=0INQ=0N0A

se numeste frontierd liberd si nu este cunoscuta aprioric, iar formularea (2.7) se numeste
problema de frontierd liberd.

In conditii de regularitate asupra lui u, putem privi problema (2.7) ca o problema Cauchy
pentru operatorul A, cu necunoscutele u gi ®

—Au=f, in A=Q\I
u =g, pe 02N IA

w1 be ® (2.9)
ou __ OY
Gn = 3., Dbe .

Cele prezentate mai sus, au ca scop modelarea matematica a problemei de obstacol. In

continuare, vom enunta unele rezultate utile asupra problemei de obstacol.

Vom considera 2 C R™ si luaim g = 0. Fie V spatiul H}(2). Definim forma biliniara si
continua

a(u,v) = / VuVv, Yu,veV
Q

si forma liniara si continua
l(v)—/fv, YveV.
Q

Rescriem problema (2.6) ca

ue K :alu,v—u)>1l(v—u),Vve K (2.10)

Am vazut, deja, ca problema are solutie unica care depinde Lipschitz continuu de f

(Corolarul 1.2, Sectiunea 1.5.1).
Citam fara demonstratie rezultatul de regularitate pentru problema obstacolului obtinut
pentru prima oara de Stampacchia si Brézis [31].

Teorema 2.1. Fie Q un domeniu marginit in R™ cu frontiera netedd. Daca f € LP(2),
cul < p<oo i€ W2P(Q), atunci solutia problemei (2.10) este in W2P(Q).

Remarca 2.2. Ulterior Brézis [29] a imbunatatit rezultatul asupra regularitatii prob-
lemelor Dirichlet de obstacol:

ue W Vs<2+1/p, V1 <p< oo
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daca forma biliniara a are coeficienti Holder continui, iar f gi At apartin spatiului
L>(Q) si au variatie marginita pe .

Remarca 2.3. Conform Teoremei de scufundare Sobolev (Teorema 1.10, Sectiunea 1.2),
W2P(Q) — C*(Q). Atunci solutia problemei (2.10) este de fapt in C1(€), pentru p > 2.

In continuare prezentam un rezultat mai general de regularitate. In acest scop, intro-

ducem intai cateva notatii si rezultate ajutatoare.

Consideram pe un spatiu Hilbert V' o structura de latice in raport cu ordonarea ”>” care
este definitd pe un spatiu mai mare W O V. Fie V' dualul lui V, echipat de asemenea

cu o structura de latice. Notam
vt = max{v,0}, v~ =max{-v,0} VveV.
Fie A: W — V' operator strict T-monoton pe W, adica

(Au— Av,(u—v)T) >0, Yu,v e W:(u—v)T#0,(u—v)" €V.

Pentru ¢ € W obstacol definim K = {v € V : v > ¢ pe W} # ) (ca in (2.4) pentru

g =0), Pentru f € V/ consideram problema abstracta de obstacol
ueK: (Au—f,v—u) >0, VvelkK. (2.11)

Remarcam ca problema (2.10) este un caz particular pentru (2.11), cand operatorul A
este definit prin (Au,v) = a(u,v).
Teorema 2.2 (Teorema 2.1, pp. 137, Rodrigues [119]). Pe langa ipotezele de mai sus,

presupunem ca
eV ip>f wu>Ap pe V' (2.12)

$1
(Yp—v)teV, YweV (2.13)

Notam w € K solutia problemei (2.11). Atunci avem estimarea

f<Au<pu pe V. (2.14)

Cu ajutorul relatiei (2.14) si folosind estimarile pentru problema la limita fara obstacol,
putem obtine estimari mai bune. Notam M (€2) spatiul Banach al masurilor marginite.
Consideram operatorul eliptic liniar de ordinul al doilea A : H'(Q) — H~(Q) definit
prin

Av = Z ai(aijOjv), Yv € I{1 (Q) (2.15)

3,j=1
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Impunem coeficientilor a;; € L*(Q2) proprietati de marginire si uniform elipticitate,

adica exista a > 0 cu proprietatea
aii&i&; > al¢?, VEeR" (2.16)
Fie 19 un obstacol admisibil, adica avand proprietatile

Y e HY(Q), lag <0, A =vec M(Q). (2.17)
Teorema 2.3 (Teorema 2.4, pp. 139, Rodrigues [119]). Admitem ipotezele de mai sus.
Fie u solutia problemei (2.11) pentru V = HE(Q) si W = HY(Q).
(i) Dacd f =X € M(Q)NH-YQ), atunci Au=p € M(Q)NH Q) si

A<u<A+@w-=NT in M(Q);
(ii) Daca f € W=LP(Q) N M(Q) si (Ayp — f)t € W=LP(Q), atunci Au € WHP(Q) si

[Aullw-10) < 1 fllw-10@) + 1(AY = ) llw-10(0), 2 <p < 0.

Acum, putem sa enuntam teorema de regularitate:

Teorema 2.4 (Teorema 2.5, pp.141, Rodrigues [119]). Sub ipotezele (2.15)-(2.17), solutia
u a problemei (2.11) are urmatoarele proprietati:

(i) Ewista p*, cu 2 < p* < 400 astfel incadt

weWP(Q), Vi<p<p, dacidQeCh
weC™(Q), cud<a<l, dacidQeCO
we WyP(Q), V1<p<too, dackdQeC' a; e C();

i cazul in care

FEWT@QNMEQ), (A~ T e W 9(Q), V2<p < +oc.

(ii) Dacd 0Q € CYY, a;; € CO1(Q) si pentru 1 < p < +o00
FeP@NHT(Q), (Ap—f)TeWw r(Q), (2.18)

atunci
u€ W*P(Q)NHHQ), 1<p< oo,

gt din teorema de scufundare Sobolev (Teorema 1.10, Cazul C°, Sectiunea 1.2),
avem ) n
uweChQ), cu 0<a<l——<1, daci p>n.
p

Remarca 2.4. O prima observatie care se impune asupra (2.18) este aceea ca spatiul
LP(R2) este inclus in H () doar cand n € {1,2}. Mai mult, conditia (A—0o)T € LP()
este verificatd Intr-una dintre urmatoarele doud conditii dacd (Ay)™ € LP(Q2) deoarece

(A — o)™ < (A)T + f.
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Remarca 2.5. Teorema 2.4 a fost obtinuta sub ipoteze mai slabe de catre diversi au-
tori folosind tehnici variate, obtinandu-se aceleasi rezultate in (i) si pentru ipotezele
f e M), AYp € M(Q), cu p corespunzator 2 < p < oo. Printre acestea amintim
rezultatul DeGiorgi-Nash-Moser pentru continuitate Hélder, conform Biroli [26], Frehse
[60] si rezultatul de regularitate I/VO1 P(Q), pentru p > 2 demonstrat prin interpolare de
Boccardo [27] si perfectionat de Chicco [40]. Cu aceleasi ipoteze asupra obstacolului,
prin diferente finite a fost demosntrat si regularitatea C*<(Q), pentru & = 0 sau 1 si
0 < a < 1, in Frehse, [60].

2.2 Metoda de dualitate pentru probleme cu obstacol nul

In aceasts sectiune discutam problema obstacolului definita pe un spatiu Sobolev I/VO1 P(Q),
cu p > dim 2. Ideea pe care o prezentam este de a rezolva aceastd problema cu aju-
torul unei probleme aproximante si a dualei acesteia, pe care le enuntam in Sectiunea
2.2.1. Aplicam teorema de dualitate al lui Fenchel in Sectiunea 2.2.2 gi analizam prob-
lema dualad obtinuta. Aici aratdm ca solutia problemei aproximative este o combinatie
liniara de distributii Dirac. In concluzie, rezolvand o problema de minimizare patratica
putem construi solutia aproximativa a problemei de obstacol aplicand o formula de
corespondenta dintre solutia duala si cea primald. Rezultatele prezentate in aceasta

sectiune au fost publicate in articolele Merlusca [100], [101] si [103].

Folosind un alt argument de dualitate, Ito si Kunisch, [79], au introdus o strategie de tip
”primal-dual active set” si au demonstrat ca metoda bazata pe acestea este echivalenta

cu metoda semi-neteda a lui Newton.

2.2.1 Enuntarea si aproximarea problemei

Consideram ca 2 C R" este o multime deschisa si marginita cu proprietatea tare Lips-

chitz locala. Studiem problema de obstacol

. Lo
- - 2.19
min W, ~ [, 19] (2.19)
unde f € LY(Q), p>n =dim Q, si WyP(Q)y = {y € WgP(Q) :y >0 in Q}.

Cu Teorema Sobolev avem W1P(Q) — C(Q) si are sens si considerim urmitoarea

problema aproximanta

: 1 2 . 17p . ) —
min {2Hy||W0171”(Q) - /ny py €Wt (Q)y() > 0,i=1,2,... 7]‘3} (2.20)
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unde {z;};en C €2 este o multime densa in €, careia nu i se impun conditii de nedegener-

are sau uniformitate ca in teoria elementului finit. Pentru orice k € N, notam
1, ,
Cr ={y e WyP(Q) : y(a;) > 0,i=1,2,....k}

conul inchis si convex.

Propozitia 2.3. Au loc urmatoarele afirmatii

(i) Problema (2.19) admite solutie unica y € Wol’p(Q)Jr.

(ii) Problema (2.20) are o unica solutie gy, € Cj.

Demonstratie. (i) Existenta gi unicitatea solutiei § € I/VO1 P(Q) 4, rezulta din Corolarul
1.2, Sectiunea 1.5.1 pentru a(y,y) = 2HyH2 100 si K = W,P(Q),

(ii) Fie k arbitrar fixat. Fie un sir minimizant y*, € Cy, adica

Sy = | Foh = nf(R)

Cum inf(Py) exista intotdeauna si este strict mai mic decat +oo avem ca exista My > 0
astfel incat

Sty = [ o < M < 4o
Presupunem prin absurd ci HyanW&,p(Q) — 400. Atunci
00> My 2 globln — [ 10
g 1Wmllwpre) = [
e AP 1 PRy 171 P

1 k12 k
A RNy PR A e

Pentru m — 400 avem +o00 > My > 400, ceea ce este, evident, o contradictie. Atunci
presupunerea facuta este falsa, iar girul {HyanWLp(Q) : m € N} este marginit. Deci
0

putem extrage un subsir slab convergent {y* } C I/VO1 P(Q). Atunci exista §* € VVO1 P(Q)
astfel incat y% — ¢* slab in VVO1 P(Q). Acest lucru implica

/nyf;ﬁ/gfg’“

1
.. 2 Lokg2
timint { 1A o0y > 5104 B

. 2 I T - 2 - k
ylencﬁk{ 9l ) — /fy} = lgrgglof{ 15100 /nym}
1 ~k 112 ~k
> —_
> 1 g, /Q fi

i

Atunci
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Cum C}, este inchisa si convexa si ¥ — §* slab, atunci §* € Cj. Deci §* este minimul
problemei (2.20).

Notam cu ¢ functionala strict convexa
Lo
Y= iHyHng(Q) - /ny
Presupunem ca existd g§ € Oy astfel incat 95 # 9% si p(95) = ¢(3*). Atunci, pentru
A€ (0,1), avem
() < (M5 + (1= 0)5") < Ap(56) + (1= Ne(5*) = o (35)
Deci ¢(9%) < @(9). Am ajuns astfel la o contradictie. Atunci §* este unic, si este

elementul cautat, pe care il notam cu . ]

Mai mult, demonstram urmatorul rezultat de aproximare
Teorema 2.5. Sirul {yi}r al solutiilor problemelor (2.20), pentru k € N, este un gir

tare convergent in Wol’p(Q) la unica solutie § a problemei (2.19).

Demonstratie. Fie {yx}ren C I/VO1 P(Q) sirul solutiilor problemelor (2.20). Consideram
Yy € Wol’p(Q)+ arbitrar. Atunci y € Cy, pentru orice k € N. Rezulta

1 1, _
sWlysoy = [ F2 5l — [ i Vue WP@uvken.  (22)

Atunci

. 1 9 1, )
_ _ > - . '

yeW,
Atunci girul {||ngW1,p(Q)}k este marginit. Deci sirul {gx }x € WOLP(Q) este slab conver-
0
gent la un element g € WO1 P(2), pe un subsir.

Cum @y (x;) > 0 si g — 9 uniform pe Q, atunci pentru orice x € Q avem g (z) — 9(z).

Atunci g(x;) > 0, Vi € N. Deoarece multimea {z; : i € N} este densa in Q) si y este
continua, rezulta ca g € Wol’p(Q)+. In concluzie, § este admisibil pentru (2.19).

Pe de alta parte, cum g € W()l’p(Q)+, putem scrie (2.21) pentru g, adica

Lo 1 2
—|ly - g > =y — k- 2.22
Trecand la limita, si considerand slaba semicontinuitate inferioara a normei, obtinem
1 —12 _ 1 ~112 ~
- — > = — .
2Hy||W017P(Q) /ny et 2||yHW(}‘p(Q) Afy

Dar, deoarece problema (2.19) are solutie unica, avem ca § = y. Astfel, am demonstrat
ci g — 7 slab in W, P(Q).
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Pentru a deduce convergenta tare, folosim (2.22) si avem
1210y > T sup 5 (223)
2 Wy r(e) = AP 9 Wkllwir o) '
Din convergenta slaba deja demonstrata avem gi
11 < limint 2 ]2 (224)
2lwgr) = s 21w @) '
Deci, obtinem, din (2.23) si (2.24) ca yr — ¥ tare in Wol’p(Q), folosind Propozitia 1.2,

Sectiunea 1.1. Convergenta este adevarata fara a fi necesara exstragerea unui subsir
deoarece limita este unica. ]

2.2.2 Problema duala

In aceastd sectiune aplicam Teorema de dualitate a lui Fenchel (Teorema 1.21, Sectiunea
1.4) pentru a obtine problemele duale asociate problemelor (2.19) si (2.20). Vom folosi
duala problemei (2.20) pentru a gasi o solutie aproximativa a problemei (2.19). Pentru

a realiza acest lucru, consideram functionala

— L 2 Lp
Fo) = 51000y~ [ f v € W37(@) (2.25)

Fie ¢ exponentul conjugat a lui p. Folosind definitia conjugatei convexe gi faptul ca
aplicatia de dualitate J : VVO1 P(Q) — W~19(Q) este operator univoc si bijectiv (Remarca

1.5, Sectiunea 1.2) calculam conjugata convexa a acestei functionale.
F*(y* _ * 1 2 . 1.p
(") = supy (" y) = Slyllrse) + ny ry € Wo(Q)
= sw{ [5G0l v e @)}

* 1 .
= sup {(f + Y5 Y w-ra@)xwie(Q) — §Hy||124/14p(9) ‘Y € Wolp(m} ;

vyt e Wl(Q)

Dar

A

(f+ v Yw-ra@xwie@ < 1f ¥ lw-ra@) - 1Ylwir@

IN

1 N 1
§Hf+y 5100y + 5”?9”124/1@(9)
Rezulta ca
* 1 2 1 *112 * —1,q
(f + ¥ Yw-ra@)xwin) — §||?J”W1,p(sz) <slr+y ”W—l»tI(Q)v Yyt e WH1(Q)

Atunci

* [k 1 * * —
) < s+ 3 gy, V0 € WH(Q)



Capitolul 2. Probleme de ordin doi 42

Cum aplicatia de dualitate J : W&'p(Q) — W~14(Q) este operator univoc si bijectiv.
Atunci pentru orice element y* + f € W~54() exista un unic § € WO1 P(Q) astfel incat

J@) =y +f s 0+ L Dw-ra@xnwro@) = 1715100y = 1 + 35100 Deci
(f‘l'y*ag)w—M(Q)xWLp(ﬂ HyHWl 2(Q) = =(f+y - *J( ) ¥)w- La(Q)xWhr(Q)
1, . *
= 5 (@), Dw-ra@xwir@) = §Hf+y 310

Obtinem conjugata convexa a lui F'

* * 1 *
F'(y) = 507 + 9" sy

Consideram acum functionala g = —IW1,p(Q)+ si folosind definitia conjugatei concave
0

avem

—o0, y* & (WiP(Q)4)"
unde (WeP(Q)4)* = {y* € W(Q) : (3,y*) = 0,¥y € WP(Q)4} = W9(Q)5.

* 1,p *
go(y*) :{ 07 Yy € (WO (Q)'i‘)

Cum F si —g sunt functionale convexe si proprii pe WP(Q), domeniul de definitie al
lui g este D(g) = W()l’p(Q)+, si F' este continua peste tot pe W[)l’p(Q)+ aplicam Teorema

de dualitate a lui Fenchel (Teorema 1.21, Sectiunea 1.4) si obtinem

1
min 3 Syl /fy} = max {—||f+y*||2 -1, }
yeWOl’p(Q)Jr{ Wlp Q yreW—14(Q) 4 2 wha(@)

Problema duala asociata problemei (2.19) este

1 * * —
{1 + By ey " € W), .

Pentru problema aproximanta (2.20) avem nevoie doar de conjugata concava a functionalei
gr = —I¢, deoarece functionala supusa minimizarii este tot I’ peste un alt con. Atunci,

conjugata concava este

0, <y ecC;

gr(y") = mf{(y,y") — gr(y) : y € Gy} = { oo, 4

unde C; = {y* € WH9(Q) : (y*,y) > 0,Vy € Ck}.

Lema 2.1. Conul polar al lui C}, este

k
Cr = {u = Zaiéxi Doy > 0}
i=1

unde 6y, sunt distributiile Dirac concentrate in x; € Q, adicd 6z,(y) = y(x;), y €
W, P ().
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Demonstratie. Consideram

k
Cr = {u:Zaiém e 20}

i=1
Mai intéi, distributiile Dirac é,, sunt functionale liniare si continue deoarece VVO1 P(Q) c
C(Q). Astfel rezulta C, € W14(Q).

Calculim polara conului Cy. Conform Definitiei 1.4 (Sectiunea 1.1.2), avem
Cr = {y e WEHP(Q) : (y,u) > 0,Vu € ék} .

Deoarece
k

k k
(Wou) = (1, Y ide,) = > _ iy, 00,) = Y cuy(wi)
=1 =1

=1

si ; > 0,Vi = 1, k obtinem echivalenta
(y,u) >0 < y(z;) >0, Vi=1k

Atunci

Cr = {y € WHP(Q) s y(ay) > 0,Vi = 1,k} = O (2.26)
Acest lucru implica (C’,’;)* =C}.

Cu Teorema bipolarei (Theorem 1.5, Sectiunea 1.1.2), avem

Cr* = conv(Cr, U {0}). (2.27)

Cum 0 € C} si conul C}, este convex, ramane de aratat ca C, este con inchis.

Considersm u € Cy. Atunci existd un sir (u,), € Cj convergent la u in W~19(Q).
Deoarece u,, € Cy, avem

k
Up = Za?ézi — win WH(Q).

i=1

Fie S(x;,7) C Q astfel incat x; & S(x4,7), pentru i # j. Pentru orice i € {1,2,...,k},
alegem p; € D(S(x;,r)) C D(Q) astfel incat p;(z;) = 1. Atunci

k
i=1

Obtinem

In final, notim aj = (u,pj), Vj=1k.
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Cu argumentele de mai sus, conchidem ca

k k k
L L ne ) n _ 4
= Jim = i 3 D07, = 32 (lim af) b, = 3
i=1 i=1 i=1
Rezulta de aici ca u € C’k Atunci conul C’k este Inchis.
Atunci relatia (2.27) se rescrie ca

C«** — Ok

Astfel cu (2.26), obtinem Cj, = Cf. O

Cum domeniul lui g, este D(gr) = C si functionala F' raméne continua pe conul convex

i inchis Cy, ipotezele Teoremei lui Fenchel sunt satisficute. Atunci
win { S0y — [ S} = max =30 + fl (2.28)
yeCy, 2 ‘/VOY (Q) Q y*EC; 2 w-t (Q)

Obtinem astfel problema duald aproximativa asociata problemei (2.20)

1 * * *
max {_2‘1/ + f”%/vflyq(ﬂ) "y € Ck} : (2:29)

Teorema 2.6. Fie g, solutia problemei aprozimante (2.20) si y; solutia problemei duale
aprozimantd (2.29). Atunci relatia dintre cele doud solutii este datd de formula

gk =J G + f) (2.30)
unde J este aplicatia de dualitate J : Wol'p(Q) — W=H4(Q). Mai mult, (5§, yx) = 0.
Demonstratie. Aplicand Teorema 1.20 (Sectiunea 1.4) obtinem urmétorul sistem de
ecuatii

U € OF (k), (2.31)
—Ui € 1oy (Uk) (2.32)

in care functionala F' este cea definita in (3.20).

Din (2.31), folosind definitia subdiferentialei unei functii convexe (Definitia 1.7, Sectiunea
1.1.2) si Remarca 1.4 (Sectiunea 1.1.2), obtinem g + f € J(yx). Deoarece aplicatia de
dualitate este operator univoc si bijectiv, avem ca g, = J_l(yj,’; + f).

Din (2.32), folosind din nou definitia subdiferentialei, avem
Iey, (k) — 1oy, (2) < (=¥k, Uk — 2), V2 € Cy
Alegand z = %gjk, rezulta
Iy (Yk) < — (k. Ur)
Apoi, pentru z = 27, € Cy, obtinem inegalitatea inversa

%k —

Ic, (Gk) = — (s Uk)
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Dar, stiind ca g, € Cy, concluzionam

Remarca 2.6. Deoarece y; € C};, conform Lemei 2.1, stim ca

k
U = Z ; 0z,
=1

unde o > 0 pentru orice 7 =1,2,...,k. Atunci

k k
(Yre» Ur) ZO‘ 0,5 Ur) = Zaf@zm@k) = Zafﬂk(%)
=1 i=1

Deci,
k
> aigr(zi) =0
i=1
Din nou, cum gy € Cf, avem ca g (z;) > 0 pentru orice i = 1,2,..., k. Rezulta

afgjk(mi):o, Vi=1,2,....k

Atunci, in concluzie, multiplicatorii lui Lagrange o sunt nuli daca yx(x;) > 0 si pot fi
pozitivi doar cand restrictia este activa, adica g (z;) = 0.

2.3 Reducerea la cazul obstacolului nul

Vom discuta o reducere a cazului de obstacol general la cazul obstacolului nul, prezentat
anterior. In acest scop, vom demonstra intai ca putem inlocui obstacolul initial cu un
altul cu valori nule pe 0f), care ulterior, ne permite si efectdm o translatie la cazul
obstacolului nul. Efectuand aceasta translatie, putem aplica toata teoria dezvoltata in

Sectiunea 2.2.

Consideram urmatoarea problema de obstacol

min{;/Q]VyF—/ﬂfy : yEKw}, (2.33)

unde Ky = {y € H}(Q) : y > ¢}, v € HY(Q), ¥lag < 051 f € L3(Q).

Presupunem ci 09 este de clasia C1!. Mai mult, f € L?(2) ¢ H-Y(Q) si (Ay — f)*
H=1(Q). Sunt verificate ipotezele Teorema 2.4(ii), atunci unica solutie a problemei
(2.33) apartine lui H?().
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Lema 2.2 (Murea si Tiba [104]). Fie y, solutia problemei (2.33) si § solutia probleme:i

y/\ f7 pe Q? (2'34)

0, pe 09,

Atunciyy > 9 aproape peste tot pe Q. Problema de obstacol asociata lui )= max{y, ¥} €
H{(Q) are aceeasi solutie vy, ca si problema (2.33).

Demonstratie. Notand 8 C R x R operatorul maximal monoton definit prin

| —00,0], z2=0,

B(z) =< 0, z>0,
0, 2 <0.
rescriem (2.33) ca
 Agy+ By — 1) > f in Q. (2.35)

Atunci, cum yy, € H?(), Blyy — ¥) € L*(Q) si Byy —¥) < 0 a.p.t. pe Q. Prin
comparatia dintre (2.34) si (2.35), obtinem ca y, > § a.p.t. pe .

Notim K = {ye HY(Q) :y > 1])} Atunci yy, € K, Ayy + f <0 a.p.t. pe €.

Pentru orice v € K, calculam

~ ~

/(Awa)(v—yw - /(Ay¢+f)(w—y¢)+/(Ayw+f)(v—¢)
Q Q Q
< /Q(Aywrf)(iﬁ—yw)—o-

Ultima egalitate se datoreaza formularii clasice a problemei de obstacol (Propozitia 2.2):

—Ayy = f, 0 A={yy € Q:yy(x) > P(r)},
—Ayy > f, i I ={yy € Q:yy(r) = ()},

Yy oY
= — = — ANQ
Yo ¥, on on’ P° 0ANQ,
ypy = 0 pe 00

si faptului ca pe I avem g(z) < yy(x) = 9¥(x), deci O(x) = ¥(x) si rezultd yy(x) = ().

Integrand prin parti obtinem

/Vy¢V(vy¢)§/f(vyw), Vo > .
Q Q

Problema cu obstacol nul pe care o vom folosi este

. 1 9 ~
in {2 /Q Tyl - /Q fy+ /Q va}. (2.36)

unde Ko = {y € H}(Q) :y >0 apt. Q} = (HI(Q)T.
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Problema admite solutie unica (conform Corolarului 1.2, Sectiunea 1.5.1), deoarece

functionala
[ty =vivy
Q
este liniara. Fie yg acesta solutie.

Propozitia 2.4. Solutia problemei (2.33) se calculeazd adunand la yy pe 1&, adica

Yo =yo+ 0. (2.37)
Demonstratie. Formularea slaba a problemei (2.36) este

/ VoV (yo — v) < / Flyo —v) - / ViV(yo —v), Yo e Ko.
Q Q Q

Trecem ultimul termen din relatia de mai sus in membrul stdng. Pentru orice v € Kp,
avem v + 1 > 1) > 1b. Cu aceasta translatie din inegalitatea variationald obtinem

/v<yo+u3><wyo+zﬂ>—v<zﬂ+v>>s/f(.yow—v—z/?).
Q Q

Folosind Lema 2.2 rezulta ca, prin translatia cu 12), problema (2.36) este echivalenta cu
problema (2.33). Atunci concluzionam ca yo + 1 = yy. O

2.4 Metoda de dualitate pentru probleme cu obstacol gen-
eral

Pentru a aplica rezultatele Sectiunii 2.2 impunem conditia p > dim €2, deci vom consid-
era ca {2 are dimensiunea 1. Astfel ne stabilim in cadrul familiar al spatiului Sobolev

HE(Q) (deci p = 2) si se pot aplica si rezultatele din Sectiunea 2.3.

Definim f € H(Q) prin

A~

([ a-1@xmi@ = /Q(fy — V§Vy), Vye Hy(Q) (2.38)

Consideram problema aproximanta

.1 s
win {5 [ 1952 = (Fetdsopmyens = € Cuf (2.30)

unde Cy, = {y € H}(Q) : y(x;) > 0,Vi =1,2,...,k} si {x;}; este o multime densa in Q.

Propozitia 2.5. Problema (2.39) admite solutia unicd y2 € Cy.

A~

Demonstratia este similars cu cea a Propozitiei 2.3, deoarece f € H~Y(Q) si toate

estimarile raman valabile.
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Folosind Teorema de scufundare Sobolev si slaba semicontinuitate a normei se poate
demonstra rezultatul urmator, folosind tehnici similare celor din demonstratia Teoremei

2.5, Sectiunea 2.2.

Corolar 2.1. Sirul {y2}; solutiilor problemelor (2.39), pentru k € N, este tare conver-
gent in H}(Q) la unica solutie yo a problemei (2.36).

Aplicand Teorema lui Fenchel problemei (2.39) obtinem problema duala
. f1 3
min {31v"+ Py e G (2.40)
unde Cf = {y* € H1(Q) : y* = Zle a;0z,,; > 0} este conul dual.

Remarca 2.7. Fie y; solutia problemei duale aproximante (2.40). Cum y; € C}, este
suficient sa calculam coeficientii o, datorita formulei

k
* *
Y = E a; 0, -
i=1

Solutia yj problemei aproximante (2.20) este calculata folosind egalitatea y) = J~!(y} +
f) (Teorema 2.6), unde .J este aplicatia de dualitate J : HE(Q) — H1(Q) si de asemenea
avem o yi(z;) =0, Vi=1k.

Obtinem formula pentru solutia problemei aproximante,
k
v = _ai N E) + NS
i=1

folosind aici faptul ci aplicatia de dualitate J : H}(Q) — H1(Q) este definita prin
J(y) =—y".

Atunci aplicand (2.37) gdsim solutia aproximanta a problemei cu obstacol general (2.33).

2.5 Exemple numerice

In aceasta sectiune aplicam rezultatele teoretice de mai sus pentru a rezolva problema

de obstacol (2.19) in dimensiune unu.

Consideram Q = (—1,1) si p = 2. Problema de obstacol este

) 1, 5 /
yegzll(lflln{?’y'%m) ny}

Folosind Teorema 2.5, scriem problema aproximanta

R
yrfelg}c{2|y\Hé(Q)—/ny} (2.41)
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unde Cy, = {y € H}(Q) : y(z;) > 0,Vi = 1,2,...,k}. Multimea {z; : i € N} este, ca mai

sus, multime densa in 2.

Din egalitatea (3.23), rezulta ca problema duala aproximanta este

. 1 * * *
min {2],7; + fﬁq—l(g) TS C'k} (2.42)

unde Cf = {y* € H1(Q) :y = Zle bz, 0 > 0,Vi=1,2,... k}.

Aplicatia de dualitate, in acest caz, este J : H}(Q) — H1(Q) si este definitd prin

J(y) =—y". In plus, este operator liniar si continuu.

Fie g, solutia problemei (2.41) si g solutia problemei (2.42). Atunci, conform Teoremei

2.6, avem
gk = J (G + f)- (2.43)

Folosind forma elementelor din C} si faptul cd J este liniar, putem rescrie formula de

mai sus ca

k
g =3 il 1 (6.) + TNP).
i=1
Pentru a calcula J~1(d,,) considerim urmétoarea problema Cauchy

d,=—H; +a, ~1,1
{ i +a, pe (—1,1) (2.44)

di(~1) =0

unde H; este functia Heaviside concentrata in z;, adica

0, xz<ux
Hl(x):{ 1 JU>:L'Z
) 7

Constanta reala a este calculata astfel incat d;(1) = 0.
Atunci obtinem

(1 —a)(z +1), r <

Jﬁl((sﬂﬁi) =d; = {
I—z)(x+1)—(z—a;), x>

N DO~

Din problema (2.44) deducem c& —d = H] = 0,,.
Calculul lui J=1(f) se reduce la a rezolva problema

{ —-y;=/f, pe (-1,1)
yr(—=1) =yp(1) =0
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Folosind egalitatea
2

EE:C% x, +'J_1(f)

|37k|§13(9) = |y + fﬁ{*l

Hy ()
putem rescrie problema (2.42) astfel
i i>0>. 2.45
mm{ ’Za @ Doy > } (2.45)
Definim functionala G : R¥F — R,
k 2
o) = o;d; + ) .
(a) = | Z 91 s
Calculand norma obtinem
k 1
G(a) = Z aiozj/ d'd’dm—i—QZaz/ dy, da:—i—/ (y})2
ij=1

Notam

aj; = /d’d'dx Vi, j=1,2,...,k
-1

1
b = / diypdr Yi=1,2,... .k c:/ (y})2

-1

Considerand matricea A = [a;;] si vectorul b = [b;], putem scrie
G(a) =alAa + 207 a + ¢

Reiese ca a rezolva problema (2.45) este echivalent cu a rezolva problema de minimizare
patratica

1
min {aTAa + bTa} (2.46)
aERi 2

Ramane sa calculam elementele matricei A si cele ale vectorului b. Obtinem

a;; = {

bi:yf(:ci), Vi=1,2,...,k

(I4z)(1—=;), j>1i
(I+a)(l—a), j<i

N—= D=

si

In acest mod, problema calculdrii coeficientilor optimali o ai solutiei g, se poate rezolva

cu ajutorul functiei Matlab [98] quadprog.
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The optimal coefiicients
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FIGURA 2.1: Coeficientii {a}}F_;.
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FiGurA 2.2: Solutia metodei duale si cea data de metoda IPOPT sunt identice grafic.

Folosind rezultatul Teoremei 2.6, obtinem solutia g problemei aproximante (2.41).

Exemplul 2.1. Consideram k£ = 200 si f = —300z. Rezolvam (2.46) si obtinem
coeficientii o reprezentati in Figura 2.1.

Calculam solutia problemei aproximante folosind formula (2.43). In Figura 2.2 reprezentim
solutia data de metoda duala si de cea data de metoda IPOPT, detaliata in Sectiunea
1.6. Observam ca cele doua solutii sunt indentice grafic.

Exemplul 2.2. In acelasi mod, rezolvim problema pe intervalul = (0,1). Calculam
din nou functiile

oy A =z)e, <y
di(r) = { ri(l1—2), x>ux

i elementele lui A gi b sunt, in acest caz,

xi(l—xj), J>1 ..
ij = L =1,2,...,k
az] { IEJ(l _xi)7 7 Z] 1] [t ’

§1 bl:yf(l'l), ’L:1,2,,k

Lusm din nou k = 200 si consideram functia f(z) = —300z3+ 100z, calculam coeficientii
optimali rezolvand problema (2.46). Acestia sunt reprezentati in Figura 2.3.
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The optimal coefiicients
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FIGURA 2.3: Coeficientii {a}}F_;.
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FigurA 2.4: Comparatia intre solutia metodei duale gi cea data de metoda IPOPT.

In final, calculand solutia problema aproximanta in aceeasi maniera ca mai sus si obtinem
solutia. In Figura 2.4 reprezenam solutia datde metoda de dualitate si solutia data de
metoda directa, folosind algoritmul IPOPT (Sectiunea 1.6). Solutiile conincid grafic.

In cele ce urmeaza vom prezenta cateva exemple numerice pentru problema cu obstacol

general (2.33), urmarind metoda de rezolvare discutata in Sectiunea 2.4.

Exemplul 2.3. Consideram problema de obstacol (2.33) pe Q = (—1,1), in care ¢ =
—1/18 este obstacolul si

— _17 ’$|>1/4a
fle) = { 1— 3222, |z < 1/4.

Solutia acestei probleme este, conform Ockendon si Elliott [51], (pp. 93 - 94)

2
_118+%($i225)’ %<|x|§%,

u(x) 1,1 112 1 1
G dskd<d
;327 (27— 55), lel <3

Notiam, din nou, d; = J~1(8,,).
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0.012

"Values of the coefficients +

001 r B s e R

0008 r

0.006 -

0.004 -

0.002 -

0 5‘0 100 1%0 200
Ficura 2.5: Coeficientii {a} };.

In acest exemplu f definit in (2.38) este f = f—4". Considerim yp = J_l(f) solutia

problemei

_y} = f’ pe (_1’ 1) )
yr(=1) =ys(1) =0.

Folosind aceleasi notatii, avem a;; = [, dd}, bi = [ d}y}, si obtinem incd o data

problema de minimizare patratica echivalenta cu problema duala (2.40)

1
min —a Ao + bl o, (2.47)
>0 2

unde A = [a;5] §i b = [b;].

Avem, ca in Exemplul 2.1, b; = yf(xz) si

o5 ta) gy, >,
T 051 +a)(1—ay), j<i.
In Figura 2.5 am reprezentat coeficientii {a}}i=1,200, adica solutia problemei (2.47).

Construim solutia problemei (2.20) folosind Remarca 2.7, apoi aplicam formula (2.37)
si obtinem solutia aproximanta a problemei (2.33).

In Figura 2.6 comparam grafic trei solutii: cea calculata folosind metoda bazata pe
dualitate, solutia directa calculata cu ajutorul algoritmului de optimizare IPOPT si solutia
exactd data de Ockendon si Elliot [51]. Graficele acestor trei solutii coincid.

Exemplul 2.4. Consideram acum un exemplu cu obstacol general neconstant:

min{;/QVyF—/ny : yeKw}, (2.48)

unde Ky = {y € H} Q) :y > ¢}, Q= (-1,1), ¢(z) = 22 + 0.5 si

[ —10, |z| > 1/4,
flw) = { 10— 22, |z| <1/4.
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FIGURA 2.6: Solutia exacta, solutia duala si solutia directd sunt identice grafic.
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FI1GURA 2.8: Solutia duala si solutia IPOPT sunt identice grafic.

Dupa rezolvarea problemei de minimizare patratica (2.47), a carei solutie este reprezen-
tatd in Figura 2.7, calculam solutia problemei aproximante (2.20) folosind Remarca 2.7.

Reprezentam in Figura 2.8 obstacolul ¢ si doua solutii aproximante, prima calculata cu
metoda bazata pe dualitate si cealalta calcultata cu metoda IPOPT. Cele doua solutii

coincid grafic.



Capitolul 3

Probleme de ordin patru

Problema obstacolului pentru operatorul biharmonic este un subiect intens exploatat
in cercetarea matematica. Importanta acestui tip de probleme provine din multiplele
sale aplicatii in teoria elasticitatii gi a mecanicii fluidelor, printre care putem enumera

indoirea barelor si a placilor, probleme de tip Stokes, probleme de frontiera libera.

Printre numeroasele lucrari care au tratat acesta problema amintim articolul lui Lovisek
[97] care trateazd existenta solutiilor problemelor duale gi primale, cat si existenta
punctelor sa ale Lagrangianului asociat. Caffarelli, Friedman si Torelli [37] studiaza
problema cu doua obstacole pe un domeniu din R™ cu n € {2,3} si cu frontiera de clasa
C?T cu 0 < a < 1. Se obtine faptul ca solutia apartine spatiului C!', dar nu si lui C2,
daca obstacolele sunt functii din C*(€2). Tot problema bidimensionals cu dous obstacole

este tratatd in An, Li si Li [8] folosind o metoda de penalizare.

Mai recent au fost studiate probleme variationale pentru placi cu margini agsezate sau
incastrate, Anedda [10], unde se foloseste o abordare prin rearanjamente ale domeniu-
lui. Printre alte lucrari despre acest subiect amintim Landau si Lifshitz [89], Brezis si
Stampacchia [33], Duvaut si Lions [50, 94|, Glowinski si al. [133] si, nu in ultimul rand,
Comodi [45].

Din punct de vedere numeric, problema obstacolului pentru operatorul biharmonic este
tratata de asemenea in multe articole, care includ o gama larga de metode de aproximare
si de rezolvare numerica, printre care putem aminti Brenner at al. [28], Al-Said, Noor
si Rassias [6], Peisker [111], An [9], Behrens si Guzman [25], Siddigi, Akram si Arshad
[124]. Poate cel mai relevant pentru aplicatiile numerice din acest capitol este articolul
lui Poullikkas, Karageorghis si Georgiou [113] in care este implementata metoda solutiilor
fundamentale. Aceatd metoda are la baza aproximarea solutiilor ecuatiei biharmonice
cu o combinatie liniara de solutii fundamentale, ale carei coeficienti sunt calculati astfel

incat sa fie satisfacute conditiile la limita.

55
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Alte articole care abordeaza problema operatorului biharmonic sunt Chuquipoma, Ra-
poso and Bastos [41], Stenger, Cook si Kirby [132], Dall’Acqua si Sweers [47], Arnautu,
Langmach, Sprekels si Tiba [11] sau Meleshko [99].

In acest capitol prezentam problema obstacolului pentru operatorul biharmonic, incepand
cu Sectiunea 3.1 care cuprinde rezultate cunoascute cu privire la aceasta problema, rezul-
tate pe care le vom utiliza in devoltarea algoritmului bazat pe dualitate pentru problema

de ordinul patru.

Metodele de dualitate sunt des folosite de catre autori pentru a rezolva problemele
placilor. Amintim articolul lui Yau §i Gao [141] in care este stabilit un principiu gener-
alizat de dualitate, bazat pe o versiune neliniara a teoriei dualitatii lui Rockafellar [118],
cu ajutorul caruia se obtine pentru problema de obstacol von Kdrman o problema duala
semi-patratica. Semnalam ca si alti autori au folosit abordarea dualitatii, printre care
putem aminti lucrarile lui Neittaanmaki, Sprekels gi Tiba [107] si Sprekels si Tiba [128]

in care sunt studiate arcele Kirchhoff-Love, obtinandu-se formulele explicite ale solutiei.

In Sectiunea 3.2 studiem problema placii simplu asezate, considerand pentru inceput
un obstacol nul. Introducem o problema aproximanta, de tipul celei introduse in cazul
problemelor de ordinul doi (Sectiunea 2.2.1) si demonstram proprietatea de aproximare
a solutiei problemei continue. Obtinem problemele duale si o relatie intre solutiile prob-
lemelor aproximante, primale si duale. Acest caz este mai simplu, avand in vedere ca,
datorita conditiilor la limita Navier, principiul de maxim este valabil (el rezultand din
aplicarea succesiva a principiului de maxim pentru operatorul Laplace). Mentionam ca

aceste rezultate au fost publicate in Merlusca [102].

In Sectiunea 3.3 ne ocupam de cazul mai dificil al placii incastrate pentru care principiul
de maxim nu mai e general valabil. Totusi putem obtine gi In acest caz rezultate similare

cu cele obtinute in sectiunile precedente.

Sectiunea 3.4 este dedicatd aplicatiilor numerice aferente teoriei dezvoltate pe par-
cusul acestui capitol. Discutdm modelarea numerica, diferitd de cea prezentata deja

in Sectiunea 2.5. Exemplele numerice sunt cu preponderenta in dimensiune doi.

3.1 Prezentare generala a problemelor de obstacol de or-
dinul patru

In aceasta sectiune vom prezenta modelarea matematica care conduce la probleme de
ordinul patru si vom enunta cateva rezultate cunoscute asupra existentei si regularitatii

solutiilor.
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Consideram un corp elastic omogen si izotrop de forma cilindrica care ocupa in spatiu

regiunea

h h
{(;U,y,z) Sz, y) 6Q,—§ <z< 2},h>0

unde Q C R? este un domeniu marginit.

Teoria liniara a placilor rigide conduce la o expresie a energei totale exprimata in raport
cu deplasarea verticala u = u(z,y). Putem astfel scrie functionala energie, conform lui
Landau si Lifchitz [89] (pp. 74-79),

D T
J(u) = o /Q |Au|*dx dy + 3 /Q |Vu|*dz dy — /QPu dx dy (3.1)

unde D = h3E/(1 — v?) > 0 este coeficientul de rigiditate al plicii (modulul rigiditatii
de flexiune) dat in raport cu modulul lui Young FE si raportul v al lui Poisson, din
teoria liniara a elasticitatii, 7" > 0 este o constanta care reprezinta valoarea absoluta de
solicitare pe unitatea de arie, iar P = P(x,y) reprezinta densitatea fortelor externe pe

unitatea de arie.

Primul termen al relatiei (3.1) reprezinta energia de deformare, iar termenul din mijloc

reprezinta energia de solicitare.

Pentru a obtine problema de obstacol pentru echilibrul unei placi trebuie impuse conditii

la limita. Pentru placa cu marginile incastrate vom impune conditiile la limita

ou
=0, — =0, o9, 3.2
u B pe (32)
iar pentru placa simplu asezata,
u=0, Au=0, pe 0. (3.3)

Consideram un obstacol ¥ continuu pe € cu ¢ < 0 pe 912 si introducem multimea nevida

si convexa de deplasari admisibile
K={veV:v>1 pe Q}

unde V este spatiu vectorial de functii pentru care functionala energie (3.1) este finita si
care tine cont si de conditiile la limitd. Pentru placa incastrata V = HZ (), iar pentru
cea simplu asezata V = H2(Q) N HL(Q).

Luand € = % > 0 parametrul de rigiditate normalizata si f = % definim functionala

1
E.(u) = ;/Q\Au]%lx dy + 3 /Q |Vul|*dz dy — /qu dx dy,



Capitolul 3. Probleme de ordin patru 58

si formulam problema obstacolului ca problema de minim pentru E., adica

ue K:E.(u) <E:(v), YwveK (3.4)

Propozitia 3.1 (Rodrigues [119], pp. 7-8). Inegalitatea variationla
ue K: E/ AulA(v—u)dz dy+/ VuV(v—u)dz dy > / f(v—w)dz dy,Yv € K (3.5)
Q Q Q
este echivalentd cu problema (3.4),

Demonstratie. Presupunem ca u este solutie a problemei de minimizare (3.4). Atunci

!
lim = (Be(u +6(v — u)) — Ee(u)) 20

Obtinem astfel ca
5/ AulA(v —u)dz dy +/ VuV(v —u)dz dy — / f(v—w)dx dy >0
Q Q Q

Reciproc, daca wu verificd inegalitatea variationala, atunci
E.(v) = E.(u+ (v—u))=E-(u) +5/ AuA(v — u) +/ VuV(v —u) — / flo—u)
Q Q Q

+ 5 [aw—wpg [((o-w?Bw.

In consecintd u este solutie a problemei (3.4). O

Pentru o eventuala solutie continud u a problemei (3.5) putem defini multimea de
coincidenta

I'={(z,y) € Q:u(z,y) =d(z,y)}
si complementara ei A = Q\ 1.

Propozitia 3.2. Cu notatiile de mai sus, presupunem cd u € H*(). Avem
eA’u—Au=f, in A (3.6)

$i
eAu—Au>f, in Q (3.7)

In plus, avem si condifia de complementaritate
(u—1,eA%u — Au— f) =0, in Q (3.8)

in sensul masurilor.
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Demonstratie. Fie ¢ € D(A) arbitrar. Exista g > 0 astfel incat pentru orice 0 < § < dy
avem v = u + 0p € K. Inlocuind in (3.5), obtinem

+4 <5/QAUA<p—/QVuV<p—/Qf<p> =44 (s/A(AAu—Au—f)tp> >0, VpeDA)

Atunci obtinem A%y — Au = f, in A.

Consideram acum ¢ € D(2) cu ¢ > 0. inlocuim v =u+ ¢ € K in (3.5). Avem

5/QAUA¢—/QVuV¢—/Qf¢:/Q(AAu—Au—f)qf)ZO, Vo € D(), 6 > 0.

Acest lucru implica faptul ca (3.7) are loc.

Conform (3.6)
/(AAuAuf)(uw)ZO
I
iar din (3.7) avem si
/(AAU—Au—f)(u—@Z)) =0
A
De aici obtinem (3.8). O

Remarca 3.1. Daca omitem termenul din mijloc din (3.1) si consideram e = 1, obtinem,
din Propozitia 3.2, modelul cel mai studiat al problemei de obstacol de ordinul al pa-
trulea, si anume

A%u=f pe A (3.9)
A%u>f, pe Q (3.10)
u>1, pe (3.11)
(u—1, A% — f) =0, pe Q (3.12)

la care se adauga conditiile la limita specifice problemei, (3.2) sau (3.3).

Scriem problema (3.9)—(3.12) sub forma variationala astfel
uEK:/AuA(v—u)z/f(v—u),VveK (3.13)
Q Q
Teorema 3.1 (Lions, [92], pp. 247-248). Problema (3.13) are solutie unica.
In lucrarea lui Caffarelli si Friedman [36], din 1979, sunt demonstrate rezultate de regu-

laritate asupra solutiei problemei obstacolului pentru operatorul biharmonic, pe care le

vom enunta fara demonstratie. Aceste rezultate vor fi folosite in cele ce urmeaza.

Un prim rezultat demonstrat de catre Caffarelli si Friedman este urmaéatorul.

Teorema 3.2. Dacd 0N) este de clasa C*T, cu o € (0,1) sip € C?(Q) cup <0 pe
0, existd o functie w semicontinud superior cu proprietatea w = Au a.p.t. pe €.
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o0

> (€2) proprietate demonstrata de catre

Pe baza acestei teoreme, rezultd ca Au € L

Frehse, [59]. Mai mult, se poate demonstra urmatorul rezultat

Teorema 3.3 (Caffarelli si Friedman [36]). Dacd 1 < 0 pe 09, atunci distributia A%u
este o masurd Radon pozitiva definita prin

[ cu= [ (aunc- foan. veev
Q Q

§i a cdrei masa este finita, adica () < +oo.

Remarca 3.2. Rezultatele obtinute de Caffarelli si Friedman sunt adevarate in cazurile
placii incastrate sau simplu agezate. Un alt rezultat de acest tip a fost obtinut si de
Adams, Hrynkiv si Lenhart [1], care spune ci A%u este o masura Borel pozitivi.

Folosind Teorema 3.3, Pozzolini si Leger [115] au obtinut un rezultat de stabilitate,
care spune ca, in cazuri cu suficienta regularitate, o mica perturbatie a datelor conduce
la o mica perturbatie a solutiei. Enuntam aici rezultatul obtinut pentru problema de

obstacol a placii incastrate cu conditiile la limita v = 1,0u/dn = 0, pe 0N.

Teorema 3.4. Fie ) este un domeniu marginit in R™ cu frontiera de clasa C*°. Con-

sideram ¥ =0 gi f € C*(Q) cu proprietatile

(1) emista oo astfel incat —f > 5o > 0 in Q;

(ii) multimea de coincidenta aferenta datei f, notata cu Iy, este o suprafata netedd.

Atunci, pentru fO suficient de aproape de f € C>(Q), Iy si Ipo sunt suprafete C™°-
difeomorfe.

Remarca 3.3. Acest rezultat extinde rezultatul obtinut de Schaeffer [122] si rezultatul
particular demonstrat anterior de Leéger si Pozzolini [91]. Dar mai important este ca
rezultatul depinde de faptul ca obstacolul este nul. Au loc variatii instabile ale fron-
tierei libere in cazul in care obstacolul nu este plat, de pilda exemplul considerat de
Caffarelli si Friedman in [36] ilustreaza foarte clar comportamentul instabil al multimii
de necoincidenta privita in raport cu obstacolul. Prezentarea acestui exemplu necesita
urmatorul rezultat

Corolar 3.1 (Corolarul 8.2, pp. 174, Caffarelli si Friedman [36]). Dacd A%y > 0 in Q,
¥ < 0 pe frontiera lui Q0 si dim Q < 4 atunci A este o mulfime conexd $i deschisd.

Ezxemplu. Presupunem f = 0. Consideram

,r.2

vs(r)=1——

+ort, 5<0
2n

un sir de obstacole in bila de centru O si razi p > v/2n. Solutiile corespunzitoare ale
problemei de obstacol au simetrie radiala. Daca § = 0, atunci A%y > 0 si ¥o(p) < 0.
Conform Corolarului 3.1, multimea de necoincidenta este conexa. Rezulta ca exista un
ag > 0 astfel incat multimea de coincidenta Iy este formata dintr-o bild cu raza mai
mica decat oy.
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Pe de alti parte, daci 6 < 0, atunci existd un ¢; > 0 astfel incat A2y; < —cs si atunci
A(Au — Agps) = Au — A5 > 5

In consecinta,

A(u —1)5) este strict crescatoare in raport cu R, (3.14)
Br

unde Bp este bila centrata in O si de razd R. Daca frontiera libera contine doua sfere
O0BR, si 0Bp, atunci

Au — s, )dz = / é(u —)dS =0, ie{l,2}

aBRi 8BRZ 81/

dar acest lucru contrazice (3.14). Rezulta astfel ca I5 este formata dintr-o singura sfera
0Bpg, unde I5 este multimea de coincidenta.

Astfel am demonstrat ca, In raport cu obstacolul, pentru un sir de multimi de coincidenta,
formate din curbe, la limita se poate obtine un disc.

3.2 Problema placii asezate

In aceasta sectiune discutam aproximarea inecuatiei variationale de ordinul prin metoda

de dualitate.

3.2.1 Existenta si aproximare

Consideram ca 2 C R", cu n < 3, este un domeniu méarginit cu proprietatea tare

Lipschitz locald. Notdm cu V spatiul H%(Q) N HZ () inzestrat cu produsul scalar

(u,v)v—/AuAv.
Q

= ([ (Ay>2)é

este echivalenta cu norma uzuala din spatiul Sobolev, deoarece conform inegalitatii lui

Norma

Poincaré, exista c¢; > 0 astfel incat
1Au]Z2) > cillulli

si conform definitiei normei in spatii Sobolev (Sectiunea 1.2), exista co > 0 asifel incat
12wl q) < callulii

V este un spatiu Hilbert cu norma | - |y.
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Extindem metoda bazata pe dualitate prezentata in Capitolul 2 asupra urmatoarei prob-

gg;(l{;/g(Ay)Q—/ﬂfy} (3.15)

unde f € L2(Q)si K ={y€V:y>0 in Q}.

leme de obstacol

Acesta este un model simplificat al problemei placii simplu agezate, obtinuta prin omiterea

termenului din mijloc din (3.1).

Conform Teoremei Sobolev (Teorema 1.10, Sectiunea 1.2), si folosind faptul ca dim <

3, avem H?(Q)NH(Q) — C(Q). Atunci consideram urmétoarea problema aproximanta

min{;/ﬂ(Ay)Q—/ny : yGV;y(azi)ZO,izl,Q,...,k} (3.16)

unde {z;}ien € Q este o multime densa in . Pentru orice k € N, notam conul inchis si
convex

Co={yeV:y(x)>0,i=12,...,k}

Propozitia 3.3. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate

(i) Problema (3.15) are o unica solutie y € K.

(ii) Problema (3.16) admite solutia unicd gy € Cy, pentru orice k € N.

Demonstratie. (i) Conform Teoremei 3.1 si Propozitiei 3.1 problema (3.15) admite solutie
unica, pe care o notam cu .

(ii) Consideram un sir minimizant {y;"}, € Ci. Atunci exista M} > 0 astfel incat

1
M, > Q/Ayk /fyk

> §|ZJIT|V = fllze@llve 2
> §|le|%/ =l fllzzlye' v

unde ¢ > 0 este o constanta. Atunci {y;"},, este un gir marginit in V. Deci, conform
Propozitiei 1.2, Sectiunea 1.1.1, exista g, € V astfel incat y;* — ¥, slab In V. Atunci

(o [ [} = ma{y [ [Le)
5 [ @)= [ i

folosind proprietatea de sir minimizant al lui {y*}x € Cj.

v

Cum H?(Q) N H}(Q) — C(Q), de fapt y7* — y uniform pe Q. Siind ca y*(z;) > 0,
pentru orice i € {1,2,...,k}, obtinem gx(x;) > 0, pentru orice ¢ € {1,2,...,k}, adica
U € Ck. Astfel am demonstrat ca g este admisibil pentru problema (3.16) si deci este
solutie.
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yH;/Q(Ay)Q—/ny

este strict convexa, atunci solutia g5 € C} este unica. O

Deoarece functionala

Mai mult, obtinem urmatorul rezultat de aproximare

Teorema 3.5. Sirul {yx}r al solutiilor problemelor (3.16), pentru k € N, este tare
convergent in V' la unica solutie § a problemei (3.15).

Demonstratie. Cum gy € K, avem y € Cy, pentru orice k € N si

5 @i = [ ri=g [@ar- [ faowen. (3.17)

Astfel sirul {|yx|v}, este marginit, ceea ce implica faptul ca {gi}r C V este slab con-
vergent, pe un subsir, la un element § € V.

Deoarece 9, (z;) > 0 si yjx — § uniform pe 2, atunci pentru orice z € Q avem g (z) —
g(x). Rezulta g(z;) > 0, Vi € N. Avand in vedere ca multimea {z; : i € N} este densa
in Q, avem ca § € K. Deci, § este admisibl pentru problema (3.15).

Cu (3.17) si slaba semicontinuitate inferioara a normei, trecem la limita

;/Q(Ay)Q—/nyzé/ﬂ(A@)Q—/Qf@-

Asa cum am vazut deja in Propozitia 3.3, solutia problemei (2.19) este unica, fapt care
implica § = . Atunci g — 7 slab in V.

Pentru a demonstra convergenta tare, folosim (3.17) pentru a obtine
1 _12 . 1 2
5 l9ly = limsup o fygly. (3.18)
k—o0

Apoi, conform slabei semicontinuitati a normei avem gi inegalitatea inversa

.1
|91 < liminf S|ysf5. (3.19)
k—oo 2

N | =

Folosind Propozitia 1.2, Sectiunea 1.1.1 si egalitatea data de relatiile (3.18) si (3.19)

].
—12 . 2
— lm _

N |

rezulta ca gy — ¥ tare in V. In plus, deoarece limita este unica, obtinem convergenta
pe tot sirul. O

3.2.2 Problema duala

In aceasta sectiune construim problemele duale continua si aproximanta cu ajutorul

carora vom rezolva problema (3.15).
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Notdm V* spatiul dual al lui V = H?(Q) N HE(2) echipat cu norma definitd in sectiunea
precedenti. Observam ci H~2(£) nu este dens in V*, deoarece nici HZ(2) nu este dens
in V. Dar incluziunea H3(Q2) C V este continui, atunci pentru orice y* € V* restrictia
y*|Hg(Q) apartine lui H2(Q).

Lema 3.1. Aplicatia de dualitate J : V — V* poate fi definita prin J(v) = AAv.
Demonstratie. Pentru orice v € V, consideram un sir {v,}, € H*(Q) N H(Q), astfel
incat v, — v € H?(Q) si Av, = 0 pe 9. Acest lucru este posibil luand v, ca solutie
unei ecuatii de ordinul al patru cu conditii la limita de tip Navier, obtinuta dintr-o
ecuatie similara satisfacuta de v in sens slab si prin regularizarea membrului sau drept.
Fie y = I(v,), unde I : V — V™ este izomorfismul canonic. Evident, daca notam

I(v) = y*, obtinem ca y} — y* tare in V*. Atunci, folosind Teorema de Reprezentare
Riesz, pentru prima egalitate de mai jos, obtinem

(yii,y)vwvz/ﬂAvnAyz/Q(AAvn)y, VyeV

Deci AAv, = y;; converge tare la un element x € V*. Notam acest element x cu
AAv. O

Remarca 3.4. Aplicatia de dualitate este operator univoc si bijectiv, si conform Lemei
3.1, pentru orice v* € V*, exista v € V astfel incat v* = J(v) = AAwv si avem

(0" 9)yexy = /Q (AAv)y = (v,)y = /Q AvAy, Vyev.

Consideram functionala

o) =3 [@ur = [ i wev. (320)

Conjugata convexa a lui F' este, conform Definitiei 1.3 (Sectiunea 1.1.2),
1
) =s {0 v =5 @02+ [ usyevy.

Cum f € L?(Q2) C V*, folosind argumentele de mai sus gisim un unic yy € V (de fapt

yr € H()), care este solutia tare a problemei

{ Abyy = fipe & (3.21)

yr=0,Ay; =0, pe 00

astfel ca
(£, 9)vexy = (TN y)v = / AAyry = / fy, YyeV.
Q Q

In virtutea Remarcii 3.4.



Capitolul 3. Probleme de ordin patru 65

Atunci

F*(y") :Sup{(y*ﬂLf’y)v*xv - ;/Q(Ay)2 Ly € V}.

Folosind inegalitatea

(y +f>y)V*><V§§|y +f%/*+§’y|%/

obtinem

Fy*) < Sly" + f

Deoarece aplicatia de dualitate este bijectiva, pentru orice y*+ f € V* exista un element
v € V astfel incat
ol =y + [l = (J(0), 0)vexy

Atunci
(0 + Frohve = glolf = 2y + i
Prin urmare conjugata convexa a lui F' este
F) = gl + e
Consideram, de asemenea, functionala ¢ = —Ix. Din definitia conjugatei concave (Re-

marca 1.2, Sectiunea 1.1.2) avem

. 0, yre K*
g (y*)Z{

—00, y* gK*
cu K* = {y* e V*: (y,y")vxv- = 0,¥y € K} = (H*(Q) N Hj(Q)4)*.

Putem aplica Teorema lui Fenchel (Teorema 1.21, Sectiunea 1.4), deoarece F' gi —g sunt
functionale convexe si proprii pe H2(Q2) N H (), domeniul lui g este D(g) = K, iar F

este continud peste tot pe V. Atunci
wly [0 [ 1 A
min < — — = max < —— «ip.
yekK | 2 Jq y Q y yreK* 2 ylv

Problema duala asociata problemei (2.19) este

1
min{z\f—i—y*%/* :y*eK*}.

Calculam acum conjugata concava a lui g = —I¢, necesara pentru a obtine problema
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duala asociatd problemei aproximante (3.16). Prin Remarca 1.2 (Sectiunea 1.1.2), con-

jugata concava este

o/ x . * 0, y e Cf
g () = inf {(y, ¥ )vxve —gr(y) 1y € Cr} = { ok
-0, vy gck‘

unde Cf = {y* € V* : (y*,y)v=xv > 0,Vy € Ci}.

Lema 3.2. Fie distributiile Dirac concentrate in z; € S, definite prin 0z,(y) = y(x;),
Yy € H2(Q) N H}(Q) C C(Q).

Conul polar al lui Cy, este
k
Cr = {u:Zalﬁxi Doy > 0}.
=1

Demonstratie. Notam

k
T = {u:Zaiémi Doy > O}
i=1

Distributiile Dirac ¢,, sunt functionale liniare si continue pe V datorita faptului ca
H%(Q)N HE(Q) — C(Q), deocarece dim Q < 3. Rezultd ca T C V*.

Calculam polara conului 7', care este, conform Definitiei 1.4 (Sectiunea 1.1.2),
T*={yeV:(y,u)vxv+ >0,VueT}.

Observam ca

(y, U)yxv* = Z/, E ;6 ;i V><V* § Q; y, x; va* § Oézy ﬂfz

si o; > 0,Vi = 1,k. Aici folosim si faptul ca T C H~2(€). Obtinem, astfel, echivalenta
(y,u)yxvs >0, YueT & y(x;) >0, Vi=1k.

Adica
T — {yG Voy(x) 207Vi:1,7k} = C}.

Aplicand polara relatiei de mai sus, avem (7%)* = C}.

Teorema Bipolarei (Teorema 1.5, Sectiunea 1.1.2) spune ca

T = conv(T U {0}). (3.22)

Ramane de aratat ca T este con inchis, deoarece este evident ca 0 € T' gi conul T este
convex.

Ludm u € T. Atunci exista un sir (uy,), € T convergent la u in V*. Cum u,, € T, avem

k
Uy = Za?dm — uin V™.
i=1
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Consideram S(z;,r) C Q astfel incat x; ¢ S(x;,7), daca i # j. Pentru i € {1,2,...,k},
fie p; € D(S(zi,7)) C D(Q) astfel incat p;(z;) = 1. Atunci, convergenta de mai sus
implica

a] =aj iz JI] (Za 5:(:zapj> — (u7pj)v*><V7 Vj=1k.
V*xV

Notam o = limy,, 4o oz?, independent de p;.

Atunci
k k k

= Jim = tim 32, =3 (i o) bn, =3 o,

=1 =1

de unde rezulta ca u € T
Atunci T este intr-adevar inchis si, din relatia (3.22), obtinem
T =1T.

Atunci T' = C}, ag cum afirma enuntul Lemei. O

Cum domeniul lui g este D(gx) = Cj si functionala F' este tot continua pe conul inchis

si convex Cy, ipotezele Teoremei lui Fenchel sunt satisfacute si

m1n{2/(Ay)2—/fy : yECk} _max{—z\y +fl3cy GCk}
Q Q

Scrie problema duald aproximanta asociata problemei (3.16)

1
min{Q\y* + flE. iyt € C’Z} . (3.23)

Teorema 3.6. Consideram y, solutia problemei aprozimante (3.16) si g solufia prob-
lemei duale aprozimante (3.23). Atunci

g =J (G + f) (3.24)
unde J este aplicatia de dualitate J : V — V*,
fTL pl’LLS, (g]tvgk)V*XV =0.
Demonstratie. Obtinem urmatorul sistem de ecuatii cu ajutorul Teoremei 1.20 (Sectiunea
1.4)

U € OF (k), (3.25)
~Yi, € 91, (yr) (3.26)
unde functionala F' este cea definita de realtia (3.20).

Folosind Definitia 1.7, din (3.25), obtinem g+ f € J(yx). Deoarece aplicatia de dualitate
este operator univoc si bijectiv, avem de fapt g = J*I(QZ + f).
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Relatia (3.26) implica
e, (Uk) — e, (2) < (=Y, Uk — 2)vexv, Yz € Cy

Luand z = %gjk avem
Iy, (Gk) < — (ks Uk)vexv

Si luand z = 2y, € C obtinem
ICk (gk) Z _(g;;a gk)V*XV
Dar, cum g, € C%, putem conchide ca

(Y, Y )vexy =0

O
Remarca 3.5. Cum ¥; € C;, din Lema 3.2, stim ca
k
Ur = Zaj(smi € H*()
i=1
unde o > 0 pentru orice ¢ =1,2,...,k. Atunci, din Teorema 3.6,
k k k
0= T Te)vexy = O 0f0a T vesy = > 0f Bups Tr)vexy = Y @i Gi(wi)
i=1 i=1 i=1
Mai exact,
k
> afg(x) =0
i=1
Folosind din nou ca gy € C, iar C}, este con, avem yx(x;) > 0 pentru oricei = 1,2,... k.

Atunci
az‘gjk(aci):(), Vi=1,2,...,k.

In concluzie, multiplicatorii lui Lagrange o sunt nuli daca restrictia este inactiva, adica
U (x;) > 0 i pot fi strict pozitivi in cazul in care se verifica egalitatea data de restrictie,
adica g (z;) = 0.

3.3 Problema placii incastrate

Ne indreptam acum atentia spre problema placii cu margini incastrate. Vom dezvolta o
teorie similara cu cea expusa in Sectiunea 3.2 pentru acest caz. Exista diferente fata de
cele prezentate anterior datorita faptului ca principiul de maxim nu este valabil pentru

conditiile la limita (3.2), in general.

Consideram 2 C R”, cu n < 3, o multime deschisa si marginita cu proprietatea tare

Lipschitz locald. In aceastdi sectiune, notdm cu V spatiul Hilbert HZ(Q) inzestrat cu
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produsul scalar

(u,v)V:/AuAv.
Q

Studiem problema de obstacol

.1 2
gg,g{z/ﬂ(Ay) —/ny} (3.27)
unde f € L?(Q) i K={yeV:y>0 in Q}.

Problema (3.27) admite solutia unica g € K, datorita Teorema 3.1, Sectiunea 3.1.

Cu Teorema de scufundare Sobolev (Teorema 1.10, Sectiunea 1.2) si folosind faptul
cd dim Q < 3, avem HZ(Q2) — C(9), lucru care ne imputerniceste si consideram

urmatoarea problema aproximanta

min{i/g(Ayf—/gfy : yGV;y(fL’i)ZO,izl,Q,...,k} (3.28)

unde {z;}ien € Q este multime densa in . Pentru fiecare k € N, consideram conul
inchis si convex

Ch={yeV:ylx;)>0,i=1,2,...,k}.

Propozitia 3.4. Problema aprorimantd (3.28) are solutia unica gy € C, pentru orice

ke N.

Demonstratie. Consideram un sir minimizant {y}'}x € C. Atunci exista M} > 0 astfel
incat

1
My > Sl = el fll 2oy v v

unde ¢ > 0 este o constanta. Atunci {y;"}; este un sir marginit in V. Deci, conform
Propozitiei 1.2, Sectiunea 1.1.1, exista g, € V astfel incat y;* — y, slab in V. Atunci

a5 [ [} = 5 [@ne- [ m

folosind proprietatea de sir minimizant al lui {y]"}x € Ci.

Cum H?(Q2) — C(9), de fapt y!* — i uniform pe 2. Deoarece ci yi"(z;) > 0, pentru
orice i € {1,2,...,k}, avem yx(x;) > 0, pentru orice ¢ € {1,2,...,k}, adica g € Cp.
Atunci gy, este solutie a problemei (3.28).

yH;/Q(Ay)Q/ny

este strict convexa, atunci solutia g, € Ci este unica. ]

Deoarece functionala

Siin acest caz, obtinem, similar cu sectiunea precedenta, rezultatul de aproximare

Teorema 3.7. Sirul {yi}r al solutiilor problemelor (3.28) este tare convergent in V' la
unica solutie y a problemei (3.27).
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Demonstratie. Solutia § € Ci, pentru orice k € N, deoarece § € K. Atunci, cum %, este
solutia problemei aproximante (3.28), avem

3 [ @7 = [ o5 [@ar- [ fn veen (3.20)

Rezulta ca girul {|gx|v}, este marginit, ceea ce implica faptul ca {gi}r C V este slab
convergent, pe un subsir, la un element § € V.

Deoarece (x;) > 0 si g — § uniform pe 2, atunci pentru orice x €  avem g (x) —
g(x). Rezulta y(z;) > 0, Vi € N. Avand in vedere ca multimea {z; : i € N} este densa
in 2, avem ca g € K. Deci, g este admisibl pentru problema (3.27).

Luand in calcul slaba semicontinuitate inferioara a normei si folosind (3.29), obtinem

s Lo [ = 5 [war- [ 0

Asa cum am vazut deja solutia problemei (3.27) este unica, fapt care implica § = 4.
Atunci g, — g slabin V.

Pentru a demonstra convergenta tare, folosim (3.29) pentru a obtine
1,_ ) 1
101t = timsup -3
k—o00

Folosind Propozitia 1.2 (Sectiunea 1.1.1) rezulta ca gy — y tare in V. In plus, deoarece
limita este unica, obtinem convergenta pe tot sirul. O

Aplicatia de dualitate J : V' — V* poate fi definita prin J(v) = AAw.

Problemele duale pentru (3.27) si (3.28) se obtin in mod similar ca cele din Sectiunea
3.2.2.

Consideram functionala

Flo) = [ (807 = [ fo vwe )

a carei conjugata convexa este

* * 1 *
FH(y*) = ify + flir-2(q)

Functionala g = — I are conjugata concava

o) 0, yeK*
g\y )=
—0Q, yglC*

unde K* = {y* € H2(Q) : (y,y*) > 0,Vy € K} este conul polar al lui .
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Cum F' si —g sunt functii convexe, proprii si semicontinue inferior, iar F' este continua
pe domeniu K al lui g, atunci ipotezele Teoremei lui Fenchel sunt satisfacute, si astfel

putem obtine problemele duale.

Problema duala continua este
: 1 *12 * *
min §|f—|—y [yt € K 5.
unde K* = H2(Q),.

Polara conului Cj, este

i=1

k
Cr = {u—Zaidm t oy 20}

unde &, (y) = y(z;), Yy € H3(Q) sunt distributiile Dirac concentrate in x; € .

Problema duala aproximanta asociatd problemei (3.28) este
: 1 * 2 * *
min §|y + fli«:y"€Crp. (3.30)

Siin acest caz gasim un rezultat similar cu cel obtinut in cazul placii simplu agezate

(Teorema 3.6, Sectiunea 3.2.2).

Teorema 3.8. Considerdam gy, solutia problemei primale aprozimante (3.28) si g} solutia
problemei duale aprozimante (3.30). Atunci

g =J Gi+ ) (3.31)
unde J este aplicatia de dualitate J :' V — V*.
Mai mult, (g5, 9x) = 0.
Demonstratie. Obtinem urmatorul sistem de ecuatii cu ajutorul Teoremei 1.20 (Sectiunea
1.4)

Ur € OF (i), (3.32)
~9i, € 9lc, (Jr) (3.33)

unde functionala F' este cea definita de realtia (3.20).

Folosind Definitia 1.7, din (3.32), obtinem ;+f € J(yx). Deoarece aplicatia de dualitate
este operator univoc si bijectiv, avem de fapt g, = J_l(gj;; + f).

Relatia (3.33) implica
Ie, (Uk) — 1o, (2) < (=Ur, Uk — 2)vexv, Vz €Ck

Uk Si z = 29, € Ck, In relatia de mai sus obtinem ca

D=

Considerand succesiv z =

(Y Y)vexy = 0.
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O]

Remarca 3.6. De asemenea putem observa ca si in acest caz este valabila relatia de

complementaritate
p(z) =0, Vi=1,2,...,k.

3.4 Aplicatii numerice si comparatia cu alte metode

In aceasta sectiune abordam implementarea gi modelarea numerica a metodelor prezen-

tate in capitolul curent si oferim cateva exemple pentru fiecare sectiune in parte.

In spatiul V = H2(Q) N H}(Q) cu produsul scalar (-,-)y dat in Sectiunea 3.2, am vazut
ca aplicatia de dualitate J : V' — V* este definita prin J(y) = AAy si este operator

liniar, univoc si bijectiv.
Pentru orice y* € C},

2

k
R = 1T+ R = Y e T ) + )|
i=1

Datoritd definitiei aplicatiei de dualitate, notam ®; = J~1(d,,), for all i € {1,2,...,k}.

Cum 6., € V*, ®; sunt solutii slabe ale problemelor

AAD; = 65, in Q
i (3.34)

(I)Z:O,A(I)ZZO, on ()

Am introdus deja J71(f) = y; in (3.21), Sectiunea 3.2.2. Atunci

k

2

"+ fli- = ‘Z%"I’i +yf‘v
i=1

Calculand norma, in raport cu produsul scalar pe V', obtinem

k k
o+ fe = aiaj/QAancbj+Zai/ﬂA<I>iAyf+/Q(Ayf)2
i,j=1 =1

Notam

Qjj = /QA(I%A@], Vi, j € {1, .. .,k‘}, b; = /QAq)szf, 1€ {1, .. ,k‘} (335)

Atunci problema duala aproximanta este echivalenta cu problema de minimizare patratica

1
min {2aTAa +b0'a : aceR"a; >0,Vi=1,2,..., k} (3.36)
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unde A = [aij] §1 b= [bl]

Calculam acum a;; i b;. Observam ca (3.34) poate fi rescrisa

AD; = p;, inQ Ap; = 0z, inQ)
{ i, in { 7 ., in (3.37)

o, =0, on {2 p; =0, on )

Obtinem in acest mod

az‘j:/ﬂgoﬂpj, Vi, j € {1,2,...,n}

Componentele vectorului b sunt

b; = /QACI)Z‘Ayf = /QAAquyf = (620, Yp)vexv = yr(a;).

Dupa ce am gasit solutia {a}};_77 a problemei de minimizare patratica (3.36) aplicam
formula data de Teorema 3.6, si anume

k

Uk =Y @+ yy.
j=1

Exemplul 3.1. Consideram Q = (—1,1) si functia

f(z) = 1680z — 117022 + 90.

Ca si conditii la limita vom considera cazul barei simplu agezate. Rezolvam urmatoarea

problema
. 1 112 /
gg}g{2/ﬁ(y ) LY
unde K = {y € H{(Q) N H?*(Q):y >0 in Q}.

In figura 3.1 am reprezentat cele dous solutii (care nu coincid), una calculatd folosind
noua metoda bazatd pe dualitate, pe care am dezvoltat-o In Sectiunea 3.2, cealalta
calculata folosind metoda directa (algoritmul de optimizare neliniara cu restrictii pentru
numere mari IPOPT, implementat in Freefem™T; si prezentat in cadrul Sectiunii 1.6,
Capitolul 1).

Am calculat de asemenea valorile functionalei energie pentru cele doud solutii aproxi-
mante. Tablelul 3.1 arata ca valorile acestei functionale sunt mai mici pentru solutia
data de metoda de dualitate. Acest lucru arata ca solutia gasita cu metoda de dualitate
este mai eficientd obtinandu-se astfel o valoare optima mai buna. Astfel aproximarea
solutiei continue a problemei consideratd este mai buna in cazul in care se foloseste
metoda de dualitate.

Exemplul 3.2. Luam © discul unitate in R? si consideriim problema de obstacol

gg;;{; JRE fy} (3.38)

unde K = {y € H} Q)N H?*(Q) :y >0 in Q} si f(z1,22) = 100(—zF + 321).
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FicuraA 3.1: Comparatia celor doua solutii.

TABELUL 3.1: Valorile functionalei energie pentru diferite discretizari cu k varfuri ale
lui (—1,1),

k 801 1401 1601 1801 2001

IPOPT -0.373085 -0.373096 -0.373098 -0.373099  -0.3731
Dual  -0.391613 -0.391625 -0.391626 -0.391627 -0.391628

Calculam din nou cele doua solutii. Cea obtinuta prin metoda de dualitate este reprezen-

tata in Figura 3.2 gi cea data de metoda directa este reprezentata in Figura 3.3.

F1cURA 3.2: Solutia obtinuta cu ajutorul metodei de dualitate.

=

SHHIHHBHHIOE

sol-dual

0.70056
0.63245
0.50202
0.55339
e
0.43481
0.38575
|
N
0.15811
H=

0

sol_ipopt

F1GURA 3.3: Solutia obtinuta prin metoda TPOPT.

Am considerat punctele {x;};, pe care le regasim in teoria prezentata in Sectiunea 3.2, ca
fiind varfurile retelei de discretizare. Cele doua solutii au fost calculate considerandu-se
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TABELUL 3.2: Valorile optime ale functionalei energie pentru retele cu & varfuri.

k 205 682 1031 1431 1912 2797

IPOPT -55.8069 -57.9099 -58.168 -58.3493 -58.4457 -58.5392
Dual -78.0675 -80.5279 -80.8705 -81.113 -81.2397 -81.3977

rrrrrr

aaaaa

sol_dual

F1GURA 3.4: Solution data de metoda bazata pe dualitate.

TABELUL 3.3: Valorile optimale ale energiei obtinute pentru diverse valori ale lui k.

k 124 296 541 1031

IPOPT -5.08766 -4.65127 -4.97532 -4.46879
Dual -10.8484 -9.85064 -6.91424 -6.78449

aceeasi retea cu aceiasgi parameterii de toleranta prestabiliti pentru metoda de optimizare
IPOPT. Mentionam ca am folosit spatii de elemente finite duble de tip P1 in calculul
ambelor solutii.

Cu ajutorul Tabelului 3.2 conchidem ca, si in acest exemplu, valorile optime ale functionalei
energie sunt mai mici atunci cand solutia este calculata prin metoda de dualitate.

Exemplul 3.3. Consideram € discul unitate in R? si problema de obstacol pentru placa

unde K = {y € H*(Q) : y >0 in Q} si

f(z,y) = —100(—z2 +v).

Solutia calculata prin metoda de dualitate method este reprezentata in Figura 3.4 si
cealalta, calculata prin metoda directa este reprezentata in Figura 3.5.

Ca mai sus, am calculat valorile optime ale functionalei energie. Comparandu-le in
Tabelul 3.3, observam ca in cazul metodei de dualitate valorile sunt considerabil mai
mici.

Este important de adaugat ca in cazul placii incastrate trebuie folosite spatii de element
finit de tip Morley, despre care am discutat in Sectiunea 1.6.
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EEI

sol-ipopt

FigurA 3.5: Solutia obtinuta prin metoda IPOPT.

3.4.1 Aplicatii numerice pentru problema cu obstacol general

Pe un domeniu cu frontiera tare Lipschitz locala 0 C R”, cu n < 3, consideram V =
H?(Q) N HY(Q) inzestrat cu produsul scalar

(u,v) = / AuAv, Yu,veV.
Q

Conform teoremei de scufundare Sobolev (Teorema 1.10 Sectiunea 1.2), H2(Q)NH{ (Q) C
H2(Q) — C(Q).

Consideram problema de obstacol

min {; [@wr- | fy} (3.40)

unde f € L2(Q) si Ky ={y € V 1y > pe Q}, iar ¢ € H3(Q) cu ¢|gq < 0.

Problema (3.40) admite solutia unica y, € V. Daca functia 1 este suficient de regulata
si ¥ < 0 pe 99, atunci se poate demonstra (Frehse [58]) ca y,, € H3(€).

Presupunem ci y,, € H4(Q). In acest caz formularea tare a problemei de obstacol este
(conform Remarcii 3.1)

AAyy > f, apt Q (3.41)
Yy >, apt. Q (3.42)
(AAyy — f)lyy —¢) =0, a.p.t Q (3.43)
yp =0, Ay, =0, ap.t. 90 ( )

Fie solutia problemei § € H2(Q) N H(Q)
(3.45)

Atunci y, > g, deoarece in cazul placii agezate se poate aplica principiul de maxim.
Construim acum ) = max{g, ¥} € H}(Q2) N C(Q).
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Considerdm K = {veV:iv> 1/3} si observam ca yy, € K. Avem

[@8-neo=u) = [ @8y -6+ [ BBy - o)
Q Q 0
[@an - nE =), wek

Y

Cu (3.43), avem AAyy, = f sau yy = ¢ a.p.t. Q. In cel de-al doilea caz, cum Y, > ¥,
avem v = yy. Rezulta

/Q (AAyy — £~ yy) = 0

Deci,
/(AAW —w—yy) >0, Ywek
Q

Integrand prin parti, avem

/Ay¢A(U—yw)>/f(v—yw), Vv e K
Q Q

Deci problema (3.40) are aceea§1 solutie y,, daca inlocuim ¢ cu 1/) Avantajul folosirii lui
1/1 in calculul lui y,, este ca w are urma nula pe frontiera.

Putem sa regularizam obstacolul 1& prin functiile ¢, € C*°(2) cu proprietatile . — 1&
uniform pe € si ¥e|pn = 0.

Notam K. = {v € V : v > 1.} si consideram problema regularizata

win {3 [@or- [ 1} (3.46)

Reducem acum problema (3.46) la problema de obstacol nul, pentru a aplica metoda
bazata pe dualitate. Aplicam o translatie problemei. Vom folosi pentru aceasta inegali-

tatea variationala
/ Ay Ay —v) > / flye —v), WYve K,
Q Q
Atunci

/Q ApeA(ye — ) — /Q AYeA(ye — ) > /Q F (e —v) - /Q AYA(y. —v), VoeK.

Obtinem, pentru orice v € K.,

| A=At~ 0=00) 2 [ f—tm (=00~ [ Av A=~ (0-v2)

Notam Ko ={v € V :v > 0 a.p.t. pe Q}. Atunci Vv € K., avem u = v — ¢, € Kj. Fie
Yo = Ye — Ye. Atunci

/ AyoA(yo — u) > / fyo —u) — / AYA(yo —u), Yu € K (3.47)
Q Q Q
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sol-dual =

FI1GURA 3.6: Solutia obtinuta prin metoda de dualitate.

Astfel solutia y. problemei (3.46) este egala cu suma dintre solutia yo a problemei (3.47)

$i Pe.

Aplicam metoda de rezolvare bazata pe dualitate problemei (3.47). Consideram prob-
lema aproximanta

min{;/Q(Ay)2—/ny+/QA¢8Ay : yEV;y(xi)ZO,izl,Q,...,k:} (3.48)

unde {z;}ien C Q este o multime densa in €. Pentru orice k € N, notam conul inchis si
convex Cp, ={y € V:y(x;) >0,i=1,2,...,k}.

Problema (3.48) admite solutie unica gj,g, iar girul acestor solutii converge tare la 3 iIn
V.

In aplicatia numerica, am considerat {x;}; nodurile retelei de discretizare, pe care am
rafinat-o succesiv.

Aplicand metoda bazata pe dualitate problemei (3.48), obtinem solutia problemei (3.46)
prin adunarea lui ¢, solutiei y,‘g. Am introdus prin acest procedeu solutia aproximativa
a problemei (3.40).

Exemplul 3.4. Consideram o placa agezata bidimensionala care ocupa domeniul ) =
(0,2) x (0,1) in plan. Luam f(r) = —100(—5r2 + 7r + 2), unde r = /2 + y2. Pentru
primul exemplu, am considerat un obstacol constant, nenul, ¢ (r) = —1.

Rezprezentam solutia obginuta prin metoda bazata pe dualitate in figura 3.6. Pentru
comparatie reprezentam si solutia obtinuta prin metoda directa (folosind algoritmul
IPOPT) in Figura 3.7.

Cele doua grafice nu sunt identice. Calculand valoarea energiei pentru cele doua solutii
obtinute in Tabelul 3.4, observam ca valorile sunt mai mici in cazul metodei de dualitate.
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0.0020139
-0.048087
-0.0908787
-0. 74829
-0.79839
-0.24849
-0.20859
-0.34869
-0.39879
-0.44889
-0.49899
-0.54909

-0.50919
. -0.6493
-0.6094
-0.7495
-0.7996
-0.8497
-0.8998
. -0.9499

-7

sol_ipopt

FiGURA 3.7: Solutia obtinuta prin metoda directa.

TABELUL 3.4: Valorile optimale ale energiei obtinute pentru diverse valori ale lui k.

k 441 961 1681 2601

IPOPT -152.299 -153.154 -153.492 -153.608
Dual  -187.057 -188.251 -188.706 -188.952

Exemplul 3.5. Consideram Q = (0,2) x (0,1) si luam f(r) = —10(—2r? + 20r — 2),
unde r = /22 + y? i obstacolul ¢(r) = —r? + 2r — 1.5.

Reprezentam solutia obtinuta prin dualitate in Figura 3.8, iar in Figura 3.9 solutia
obtinuta cu metoda de optimizare IPOPT.
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FESIH
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PP
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am07
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FEID

sol=-dual

F1GUurA 3.8: Solutia obtinuta prin metoda de dualitate.
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FI1GURA 3.9: Solutia obtinuta prin metoda directa.
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sol_ipopt

TABELUL 3.5: Valorile optimale ale energiei obtinute pentru diverse valori ale lui k.

k 322 484 716 1430 1920 2568

IPOPT -105.675 -108.804 -107.047 -104.101 -103.9 -103.802
Dual  -118.551 -121.568 -121.447 -118.268 -118.135 -118.143

Desi solutiile sunt diferite grafic, Tabelul 3.5 arata c&, in cazul metodei bazata pe du-
alitate, valorile optimale ale functionalei energie sunt mai mici decat in cazul solutiei
obtinute prin metoda de optimizare IPOPT.
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